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approximation
y = xln(x)

�\����9>�	�0h�oS`S��-.
��J�	�������#�'1��������	��
��0129(� ���	�����B�'��!��	 �c��
 
 �	�"Y>��?-0�'�	�����
X x����"4]��� Ù Ý 	Ò�Ò À�Ò�Ò ¸�ò ó	ô¸�ò ó	ô Å�Ò�Ò ÀIÒ�Ò ó�ò õ	ôó�ò õ	ô °E:_Up�K�	9>�	�(�M��9 �M�	(�'�M�	 �$��5�D�>-.-.���������)�'1C�	 �0��Y>
/���(�����	�3z ÙCö ñ��'��! Ù Ådñ�|+�'�	��9 ��! Ù�����	=����S�'�(���	 ���6=������K��-.
/�'���%�����v
(9 �	
/�����I�	��'�v46��4������/! �����E�	�$&/���(�'���	����:GW��1^��9(�(!C�	��J�w�	 �v��
(
>�	�"Y ��-0�J�	�$���,&/������-.���Q���%��!>9��'�$���,4S���	���4�(���.á3&/������-.�����$�'�	�����6�	(����h������0z{
��'�E7����	�%|EP�& 9 ���	(�I�	���$�'�	��=�������	�'�\����=������$�w����� ���%�������+��������
 �%�'&(���v9(
c9(���	�����'������:�t6(�E�	��12�'�	��P���1�	(�E�	�S�J�	�g����-.�v=������,�$�'�	���g���%�'�(��
/������?p�$�������w���"4��Sz{�	���,4����	c�	���(���1����v�9(��!��	�"! �w��1��	 ��9 �	����!>����1/
(���%7����	�%|u���(���$!>�I��� X xV���"4_ÀSP�	(�K���D�	��-0�'�	�����f1^���	-)9(�$����9(�%W�'� Ù Ý 	Ò�Ò ÀIÒ�Ò ¸�ò ó	ô¸�ò ó	ô Å�Ò�Ò ÀIÒ�Ò ó�ò õ	ôó�ò õ	ô °,-0�"�! ��=>�$�J�	�@�������(��*��"�'���	���V1^�	��-ª���	���������	��
��_�(�'�	-#:��(�����	9 ���J�	������P�$! �����	��1^�>���(�B��9 �E~=������f�$�J�	���0���"4��K���M��4S������?5�D�	9(! ���"!W
>�	��&(����-���8&/���	8����-.
 9 �	���)�(�E�T46�'�	7��$� �8z{��: � :�PCl�h��'n^|M���(!~�	 �������Vz{��: � :�Pl�hJ�"n2|E:)GW�+4��$���v��!>��
>�c�	(�+�5�	�'-.
(���K�'��!O(���}!��)�������'�	���	 -§
 �	�'?
/������!����fl�h"�'nw�	�M�$! �����	��1^���'�$�Q���"4��I�	��J�N�J�	�c-K9 �E3�$�'�	���E�C�	(����H�������%�����V�	>�	����(���}!¡z{�	���¡h"�����f
��'�E7����	�%|M���(!d����-.
(9>�	���	(��������������	��& 9 �	����� ���	�)�	(� X x��(�"4��������	��
��0����
��J�%�'�	������:mN�"4<�	 �C�$�'�D�I
(�������C��1Q�	(�A
(9  � ����C���S�	(�'�64� ���.46�C����-.
 9 �	��	(�B�������	��
��VÄ÷1}�	��-ø�	(�B�������	��
��d� ���	-#PI46�B� ���"!_�	�~7�� �J4Î�PS�	 ���	���%�'��=�����9(-.����1C�	(� X x]���"4c:����D�	��-0�'�	���(�O�	(���.=�����?9(-.�3���3�@�%����7~7�� �J4��_���.���%�JF.�#-0�'���	��Y~���D�	�$-0�J�	������l�h��>PCj�h�Pj�j�Pcj'k>PNj��"n�:�ùS�J�	�$��9(�0�	���%(�(�$��9(���01^�������D�	��-0�'�	���(�W�	 �#���%�'F.�-0�'���	��Y3��"=��N&/�����#
>�	��
/������!��	��J�N�J�	�c&��'���"!������D�%�'�	���D�	���"���\���>?12�E�	���(���3���K! ���	���E�K-.�"�'��9 �	��-.�����0z{��� ����9�! ��� �B!(�J�%�#�D���	�"��-.���(��|E:UT�<12�����"PA�	(������9(�����	���T�_������Y ���E�	���_�	(�@Z ¸ � ���	-#P�4�(���%��"���&/�3���D�	��-0�'�	�"!~9(����� �@U5��!�� 7/� �)Z�¸K�(���	-¾���D�	��-0�'�	�����_�'�������	���	 -4����	<U�r#;���Y��	��� ���$���(��:�U5�K�	9 �	�(�.��9 �0�	��J�.46�B� ���"!_� ��� �#��1�	(������: � ���"�������	��J�I��9>�I�'
(
 �	�"Y>��-0�'�	�����.1^���	-K9 �$�+���6���0�	(��12���	-��1 ¸¯Tí {á ¸5î í�ÅMá ¸�ï íy°EP�4� ���	��ñB�$�g�N��-0�'�$� ��9(-K&/�E����9(�%.���g�>: ����:GW�c��&(�����	=��L�	(�'�"P(�$���	(���C��������P��	 �,129 �(���	�����BáB�����B����!>���"!�&/���
 
 �	�"Y>��-0�'�	�"!c&��.{á ¸5î í ö á ¸�ï í °�ú�ÑA���(!L�	 ���	��12�'�	�S�	(� X xd�(�"4=����$9 -.�Mz{�{: ��:�P��	(�cZ ¸ �(�'�	-3|S�"���#&/�L�'
(
>�	�JY>��-0�'�	��!�&����	 �c�"=�?���%�'���+��1CÒ�Ò ÀIÒ�Ò ¸5î í¸5î í ���(!~Ò�Ò ÀIÒ�Ò ¸�ï í¸�ï í �"������9 �}�J�	�"!#1^�	��-��	 � X xR���"4c:t6(�E�	��12�'�	��PI��9>�.��7����	�%_!(�'�%�O�D���	9(�E�	9 �	�#�'���$�"4��09(�)�	�f7����$�6�546�&(���%!>�+z2�	 �cZI¸��(���	-��'��!0�	(�,�������	��
��3� ���	-3|v4����	#���(�c�D�	��� ��ì
3. PRELIMINARIES�(�'�,�	(�+
(9>�	
/�������,�'1S�	 �$�N
���
/�E�N46�M! ��*(�(�)�0�(�J4��	��&/�K������	(�I
(���%7����	��4����	K�	(�I�	�'-.�6*�=��E?p�	9 
(���S���K�	 �����v(�"��! ���	��o�����9 �	�����! !>�	������Pw!>���D�	�����'�	�����f��!(!>�	������Py����9 �	���K
/�����"PQ!>���D�	�����J�	�$���H
/�'���"P���(!�
>�	���	��������:`S���"�'�	����P64S�#4����$�A�(�'�0&/�B��& �����	�f����-.
(9>�	���	(���������	��
��8��1�"�'�E�!>���D���	�$& 9 �	�����_��Y �����	����PI���H46�B9(�����	(��1^�������J4���� �8�5�>
/�#��1��
 
 �	�"Y>��-0�'�	�����W���%(��-.��: s �<�»�¼�½�°c�'
(
 �	�"Y>��-0�'�	�����f���E ��-.�.������ �I�	��'�v�	���	9>�	�(�v���0�'
(
 �	�"Y>��-0�'�	�����dûü 12���6�,=��'��9(� ü ��9(�%M�	��J�"P4����	L
 �	��&(��& �$�����T�+�J�\���"�'�D� Ù ÅN½�PJ46�g��"=��� Ù Å,»%° üKý ûü)ý  Ù�ö »E° ü :



3.1 Stable distributionst6 �61{�'-.�$���+��1��D�%��&(����!>�$�D���	��& 9 �	����� ��P�! �������J=��E�	�"!+* �	�D��&��+;��'9(�þQÿ�=���P����K�B�(�'�	9 �%�'�S�����(���%�'���$ ��'�	�����d��1��	(���,�'9(�����$���d!>�$�D���	��& 9 ?�	�����_l j��Jnp: s �D�%�'&(���.!>�$�D���	��& 9 �	�����QPu���@���	�,1^9(��������� ���%�������T��PQ�%��7�����81{�'���	��������-.
(�����"�'�	�"!¡12�'�	- 4����	�12��9 �B
(�'�%�'-.���	���	��:³UT�¡�	(���4S���	7/Pc �J4S��=����"PC46�H���(����� ���"!<�	�846���	7<4����	¡�	(�@�D�%���(!(�'�%!z{� ���	-0�'�$�� ���!������d�������%�'�$�������(���"|��"�������O�	(�'�#�%�'7��f���(������� �1}�	���0
��J�%��-.���	����·Vz2�	(�M�'�	(���c�	>�	���M*(Y>�"!(|EP\�'��!@�	 �K�	����9 ���	��� ��	���D���	�$�E�	�"!�bJ�D�%����! �'�%!>�$ ��"!<1{��-.�����<����! ��� ���	�"!�À6�·y°E¼2·�ã]�Ý>¼EÑJÚ�:�v���%HÀ6�·y°6�$�C9(� �}��9 �������%��J�%�����	���	�� ���!@�'�C1^�������J4���:,þw������&/�+��%�'��!>��-�=��'�	�$�'&(���N�	��J�S�%�'7����I!>�$�D���	��& 9 �	������À6�·y°v4����	�
>�	��&(��&(����?���5�f!>���(�����5�@1^9(� ���	���������	� [�
 {áy°E:0t6 ���W���	�c�%��'�%�'���	���	���D�	���.129(� ��?�	������.Ø Ð ¨���� Úw�	�'�	���D*(����.Ø Ð ¨���� Ú�Û����ï � � ��� [�
 {áy°��� Ì êQ{á	��° ö ¤���ê�ë Ô {á	��°D° º Ð ï�� ��� � ß
t6 �,��Y>���D�	���(���L����!09(� �$��9 ���(�����6��1��+
 �	��&���& ���$���5��!>���(�����5�.129(� ��?�	�������	�'�	���D1}� ��� �)�	(�N��&/�J=��C�"��9��'�	������(���6&/�����34S�����Q���D�%��&(������(��!���#-0�J�	(��-0�J�	���"���y�����	���%�'�	9>�	��:  � ���I�'���,·uP��	 ��
 �	��&(��& �$�����T�.! ��� �����5�K1^9(�(�E�	�$���!� �	� [�
 {áy°���1y�	 �!>���D���	�$& 9 �	�����~ÀI�·/°N�$�+�������	����9(��9(�L�'��!H���>*��(���	�����f! ���y���	�����	�$��& �������DÅ�"�¼ ö "_°Mz{�{: ��:�P����K���L46������?p&/����"=��"!(|E:��C�"46��=��E�"P#� �	� [�
 {á/°�%�'7����K�O���$�����"!W12�'�	-e���(���f1^���M�	>�	���L·d=�����9 ����z�· º Ñ�¼ Ù ¼%Ý>ß ð�|E:À6�·y°u4����	c· º Ñ,���(! Ù �������	����
/����!>�v�	�,�546�,4S������?p7��(�"4��M�EY(�'-M?
 �����)�'1��D�%��& �$�3!>�$�D���	��& 9 �	����� ��oMÀ6pÑ�°L���c�	(���,�'9(�����$���8!>�$�D���	��& 9 ?�	�����@4����	O-.�"���O�3���(!B�D�%����! �'�%!O! ��=>�$�J�	�$���Hj�P/4����	H
>�	��&(��&(����?���5��!>���(�����5�.129(� ���	�����$�u{áy° º ¸¯&% ¯(' Ð ï*) ¶ à,+.- À6 Ù °S���6�	(�,`6��9 �E��!>���D���	�$& 9 �	�����34����	��	(�N! ��� �����5�0129(� ���	�����/�u{áy° º ¸' ¸¸5î0) ¶ :v�(�'��·=�����9 ���c���	 ���L�	����fj�Pgh�P\����!H�>: ��Pw46�M4������g� ���L(�J=��.�����������"!>?1^���	-�
 �	��&��'&(�������5�M!>���(�����5�+1^9(� ���	�����M�	�N4S���	7L4����	Q:�UT� �D�	�"��!yP��	 �!>���D���	�$& 9 �	�����.ÀI�·/°w���v�����(�E�%�'�	�"!K9 �����(�,�C���$-)9(�$�'�	�����K
 �	�����%�'-��	�&/�0!>�������	��&/�"!W�$�'�	�E�)���di������	�����8��:�U5�f�	(�)12�������"4����(� Pv46�.�D�%�J�	�����-.�B��-.
/�����%�����3
 �	��
/�����	�����3��1c�	(�B�D�%�'&(���@! ���D���	��&(9>�	�$���V�	��J�4������u&/�c9 ���"!����#&/�'�	�U5��!>�>7/� �I���(!���9>�A�������'�	���	(-.��:h�:�i��%��& ���$���5�¡
 �	��
/�E���T��:�t6 �H12�����$�"4����(��
>�	��
/�����5���"�J�	�(���	 ��(��-.�.12�'�M�	(�0�D�%�'&(���#!>�$�D���	��& 9 �	����� ��:WþQ���1� ¸ ¼&� ¯ ¼�ß�ß�ß"¼&� Ã !>��?� ���	�c-)9 �	9��'�����0���(! ��
/���(! �����6�%�'��!>��-�=��'�	�$��& �$�����	(�'��(�J=��c! ���D?���	��& 9 �	�����3À6�·y°EP��	(���MÂ/¸&�3¸ ö Â ¯ � ¯ ö �2�2� ö Â Ã3�MÃM(�����	(�I�	�'-.�!>���D���	�$& 9 �	�����0�'�C	Ò Â ¸ Ò [ ö Ò Â ¯ Ò [ ö ���4� ö Ò Â Ã Ò [ ° ¸5àT[ �fP�4�(�E�	�5�����g��%�'��!>��-�=��J�	�$��&(���c(�J=����(�0!>���D���	�$& 9 �	�����BÀI�·/°E:SUp�C�����(�'�N(�'�%!��	�=����	��1^�W�	(�'�K�	 ���J12�'�	��-.�����	�����(��!6�,�'9(�����$���_���(!d`6��9(�%��f�%�'� ?!>��-�=��'�	�$��& �����C�	�J�	���D1^���	 �c�D�%��& �$�����T��
 �	��
/�����T�04����	#
(�'�%��-.�E�	���·��"��9��'���	�MÑL���(! Ù P>�	����
/�����	��=�������:�Up�I���I�������K� ���I(�'�%!.�	�)=����	��1^��	 ���,
 �	��
/�����T��9(�����(�.�	(�)! �E*��(���	�����O�'1IÀ6�·y°����(!B�	 �)
>�	��
/�����5��'1v�(��9>�	���������%���(�D1^���	-.��:j�:�i��>-.-.����������16�	 �K
 �	��&��'&(�������5�H! ��� �����5�O129(� ���	�����QP7� ��� [�
 {áy°E:� ���c�'����á@ã8DÅ�"�¼,"d°EP(4S�)(�"=��8� �	� [�
 {áy°:9;� �	� [�
 DÅ�á/°E:�t6(���������&/�B=����	��*(�"!d1}�	��- �	(�#1{�'���3�	��'�$� �	� [�
 {áy°M���3�	 �O�(��9>�	��������%�'�(�D1^���	-���1�Ð ï�� ��� � :
3.2 Indyk’s technique for estimating Z�[ norm���D�	��-0�'�	���(�L�	(�NZ [ � ���	-²z�·�ãW�Ý>¼	ÑJÚ^|S��1\�+�D���	�"�'-�9(����� �+�	 �
>�	��
/�����5�.��1Q�D�%�'&(���,!>�$�D���	��& 9 �	����� �S���I�c��������&>�%�'�	�"!M�	����9 ���6�$�.�	 ��?�'�	���	���"��� ����-.
 9 �	���u���������(���,l$h"j�P h"k'n�: s ��! ��*(�(�"!c&/��1^���	��P�����=����)��D���	����-�ÀB�	(�'�g�������%����� �gÁ�! ���D�	���(���g��&�´D���E�	�v4����	M1^�	����9 ���(�E�KÂ/¸"PÂ ¯ P/:�:�:�P(Â Ã �	����
/�����	��=�������P��	 �NZ [ �(�'�	-���1Q�	(�C�D���	�"��-�����! ��*(�(�"!�'�KÒ�Ò ÀIÒ�Ò [MÛ�pÆ ¨ Ò Â ¨	Ò [ ° ¸5àD[ :6U5��!�� 7/� �����������	���	(-#P ���%���(���$�J�	�"!#�����	��	 �c�$���(��9��'���L��1�t�`6;gb'UT;\P�������(�"4��#��� s �������	���	(-²h�: UT�O1{���E�"P\���f-0�J�	(��-0�J�	�$�����������	���%�'�	9>�	��Pu�	 �K�D�>-K&/����ñ<���c��1^�	���9 ���"!#���#�	(�L
(�$�'���L��1Q·u:IGW�c�%(�������+�	�09 ���A·#�	�.&/�L�����(�����D�	�����4����	fl�h�k'n�P��	(�N-.���D�I�	������=������I�	���$�'�	��!�46�'�	7y:

s �����'�	���	(-²h�o s �������	���	 -��	�)����-.
 9 �	�cZ\[K�(���	-h�o�UT� ���	�}�'���$ ��'�	�����j�oAþw�E�=<�Ø Ù ß�ß�ß?>$Úg&/�M���H�'���%���@��16�(���'�	��� ��
/�������c��9(-)&/���	�N���E��	�.��: �.�J���	(�,&/�������(�(��� �M��1�-.������9 �	��-.�����I�����	�E�	=��'��:k>oA�\��Y/>\
>?p�D�%��&(���,(�����1^9(� ���	�����(�CÎ�@ ¸ �	>�	��9(��BÎ�@�A5:� o X �(�����(�c�D�%�'�����oI12�'�N�����%#���(����-.�$� �K
(���%7�����·/®B�I!>��>o 12���C¤Io 9�hN�	�C>�! ���o <3Ø ¤�ÚEDF9�Î�@�¨��·/®B��ß ¤HG>°�>o X�I ���(�c�D�%�'����>o � ���	9 �	�!J#Ð�G/	Ò <3Ø Ù ÚTÒ ¼"ß�ß"ß�¼JÒ <�Ø >}Ú5Ò °�ú�©LK¡Ð�G [
t6(�.��7����	�Ef�$�+����-.
(���H���8�J���%�"�NM<��'1I�	�"����?p=�����9(�"!W����9(���	���	������#�	�_�>: �d�'�#�	 �H&/�������(� �$� �_�'1K�	 �H-.�"�'��9 �	��-.�����3�����	���	=����{:t6(�3���	���	���"���S��
/���%�J�	���.���W�	(���)�������'�	���	(-±���K�#�����M�'1C
>?p�D�%��&(�����'��f129 �(���	�����(�KÎ�@(¨�P\¤ º Ù ¼�ß$ß�ß�¼,>5: O��g�'�EdÎ�@�¨A-0��
 �L�����"4��}�J?&/��� ·/®3�Eß ¤PG0�����	�.�K�%���(! ��-�=��'�$9 �L!>�%��4��#1^�	��-��	(�L! ���D���	��&(9>�	�����À6�·y°EP>������9 �E��+46�"�0�	(�'�Lz���|��	(�,�	�'-.�C���"4¡�$��&/���y4������\�'��4I���>�&/�N-0�'
(
/�"!K�	�L�	(�C�	��-.�A�%����!>��-�=��'�$9 �N�'��!Oz{&/|v! ���y���	�����S�(�"4�$��&/�����c�J�	�)-0�'
(
/�"!3�	�3���(! ��
/���(! �����A�%���(! ��-�=�����9(����:NU5�O��!(!>��?�	�����QP��	(�����+·(?p�D�%��& �$�0(����W129 �(���	�����(�)�'�	�3�$�(! ��
/����! �����L�'1A���(���� ���	 ���":X �(�����(�+
 �	�������������(���'16
(���%7����	�C4����	O�	(�+��7����	�%O�$�L�'������=����������-.
(����:��(���+�"�'�Ef�$� ����-.��� �#
��'�E7��E�"P\���	�+�(�"4��$�'&/���S���+����� �"!&��HÎ�@�¨C�'��!O�	(�K�	����9 ���L�$�+��!(! ��!@�	�/<y¨T:0mC�J4�4S�0���(�����> ��M�	(�=�����9(�+��1S�.
��'���	����9 �$�'�c����9(���	����<\¸"Py���(!#�	(�)�����'��� �����N1^���c�'�	(�������9(���	���	�0�'�	����Y �����	���8�	(���	��-.��:�i>9(
 
/�������	(�'�M�	 ���	�B�J�	�#Á���"4��M4����	8���"4��$��&/�����0¤HG�¸�PN:�:�:�P6¤HG�Ã8���(!d�'1,���� ����.Â/¸�PC:$:�:�P6Â>Ã/:GW�M! ��� ���	�.Î�@ ¸ {¤HG ¸ °,�'�F� ¸ P�Î�@ ¸ {¤HG ¯ °N���=� ¯ Pv:�:�:$P�Î�@ ¸ {¤HG Ã °,�'��MÃy:NQg���	 �O
 �	��
/�E���T���'1.Î�@w¸"PA46�H7>� �"4��	��J�/�3¸"PK:�:�:$PR�MÃ�'�	�H�{: �{: !Q:��%����!>��-ª=��J�	�$��&(���@4����	�!>�$�D���	��& 9 �	������À6�·y°E: s 1^�	���
 �	�������������(�K�	 �N�D���	�"�'-#P�46�,�"�'�������A�	��J�6�	(�C����9 ���	�E�I=��'��9(�S<\¸&/������-.���,Â ¸ � � ¸ ö Â ¯ � � ¯ ö �2�2� ö Â Ã � � Ã :)i����(���)�"���%T� ¨��'�.! ���D���	��&(9>�	�����VÀI�·/°)���(!W�	(���8�J�	��-)9 �	9��'�����W�$�(! ��
/����! �����"P&��)�	 ���D�%��&(�������T�.
>�	��
/�����5��P��	 �A����9(���	���g=�����9(�:<\¸v���6! ���D���	��&(9>�	�"!����pÆ ¨ Ò Â ¨ Ò [ ° ¸5àT[ �fPg���.���8���	 ���K4S���%! ��PNÒ�Ò À�Ò�Ò [ �HPg4� ���	�!� ���! ���D���	��&(9>�	�"!W�'�KÀ6�·y°E:�t6(�E�	��12�'�	��P�����9 ���	���	�=<\¸�PU< ¯ P6:�:�:�PU<VAI�'�	��{: ��: !y:S!��%��4��g1^�	��-�!>�$�D���	��& 9 �	�����@Ò�Ò À�Ò�Ò [ �H: s �v�	(���g
/�������"P�46�A�"��������N�	(�'�6�	 �N! �'�%�+�D���	�"��-.���(�)���������	���	(-������'&(���C�	�L�T-.��!>9(�$�'�	�E��	(�g���������'��46�S4S��9(�$!L���$7��g�	�N���D�	�$-0�J�	��P> Æ ¨ Ò Â ¨ Ò [ ° ¸5àD[ P'�$���	�A�	(���������9(���	����=�����9(����:mN�"4��	 �,��9(���D�	���������I(�"4��	�K�EY>���%�'���I�	(���I�������(���y1^�	��-��	(���������9(���	���I=�����9(���,W�t6(�c�'
(
>�	�����%0
 �	��
/�����"!3�$�Bl�h"kJnu���S�	�+9(���A�	(�12�����$�"4����(�0-.�"!>�$�������D�	�$-0�J�	����12�'�)Ò$Ò ÀIÒ�Ò [�oX 	M<M°�Û -.�"! �$�'�w	Ò <\¸JÒ ¼"ß�ß�ß�¼JÒ <VADÒ °©LK¡Ð�G [ ß zDhJ|
GW�I9 ��� X Dß °��	�L!>���(�'�	�I�	(�I��
/�E�%�'�	���g�	��J�g�EY>���%�'���	�gZ�[L� ���	-���D�	��-0�'�	���01}�	��-ø��7��E�	�E ����P����(!d4S�#4��$���C&/�#9(�����(�f���0���<�'�	(����������	�EY>�	��:w�N�E�	�g-.�"!>�$���Q	Ò <\¸"Ò�¼"ß�ß�ß�¼JÒ <VADÒ °w!>���(�'�	���y�	(���	��-.
 �$��-.��?! �$�'�)�'1(�	(�S��& ������9 �	�6=�����9 ���\��1 �	(�g����9 ���	�E��=��'��9(��� - ©LK�Ð�G [ ! �E?�(�'�	���6�	(�N! ���D���	��&(9>�	�$����-.��! �$���3��1�À î �·y°E:#Qv��À î �·y°�46�N-.������	(��
>�	��&��'&(�������T�.!>���D���	�$& 9 �	�����.�'1w�N�%����!>��-�=��J�	�$��&(���+Ò �~Ò P�4�(���	��²(���A! ���D���	��&(9>�	�$���BÀ6�·y°E:�Gf�,! ���(���	�N���C�'�AÀ î �·y°S&/���"��9 ���,���	�
w: !y: 1v���N�EY(�'���	���#�T4������L�	(�+
/�������	��=��+��'��1v�'1g�	 �+
Q: !Q: 1�12���LÀI�·/°EP! 9 �c�	�0�	 �L�D� -.-.�E�������'1SÀI�·/°E:,i��3©LK�Ð�G [ ���C�	 �L9(�(�$��9(�0z{����	(���C�"�����J|Aá/ó)=�����9(�+��9(�%#�	��J�FYRZ>Ø$Ò �WÒ0[¡á/óEÚ º Ý>ß ð�Pw4� ���	�8�O mC���	�N�	(�'�I��9 �I��-.
 �$��-.�����%�'�	����� �S��1u�	(�����C�����0129 �(���	�����(���'�	��	���%�'�����V! ���y���	�����K�	����_����l�hJj�P,h"kJnC�	�W-0�'7����	 ��-e�	9 �_-)9(�%1{�'�D�	���"P(4� ���E�4S�,4����$�u! �����E�	�$&/�c���Oi������	�����#��:



(���)! ���D���	��&(9>�	�$���dÀ6�·y°E:�mC���	�.�	��J�"P�! 9 �M�	�#�	(�.�D�>-.-.�������O�'1À6�·y°EP/©LK�Ð�G [ ���,��Y �'���	�����	(�c�	>�	����?5��9��'���	�E�,��9��'���	�$���+��1SÀ6�·y°E:s ���	(��9 ��M�	 ���	���$�g�(�c���������"!M12���	-�12�'�I©LK¡Ð�G�[N12�'�6-.���D�g��1y�	 �·f=��'�$9 ����Pu4S�.�"���H��9(-.���	���"�'�$���O�"�'����9(�$�'�	�0���L&��@���$-)9(�$�'�	�����wPw���4S�c�"����9(���L�K
>�	�����%�'-����$7��Ml j'�'n�:U5���	9(���	��=�������P��	(�c���'���	�����	�(�����N��1��	 ���A���D�	�$-0�J�	���C�"����&/��´T9(�D�	��?*(�"!L���\1^�������J4���:gi����(���\< ¸ ú Ò�Ò ÀIÒ$Ò [ P :�:�:�P]<VA{ú>Ò�Ò ÀIÒ�Ò [ �'�	�6�{: �{: !y:\�%���(! ��-=��'�	�$�'&(�����S4����	�! ���D���	��&(9 �	������À6�·y°EP��%��7����(�)��&(������9 �	�A=��'�$9 �C����=����9 �g�{: �{: !Q:v!>�%��4���1^�	��-�À î �·y°E:�� ���v�$�'�	���A��� ��9(��C>5P��	 �����S-.��! �$����� ��9 �}!0&/�A���������N�	�c�	(�N! ���D���	��&(9>�	�$���0-.�"! �$���0�'1�À î �·y°E:�t6 ���	��?1^���	��P�4S�C����-.
 ���K! ��=��$! �I-.�"!>�$���Q	Ò < ¸ Ò ¼�ß�ß"ß�¼JÒ < A Ò °�&��+�	(��!>�$�D���	��& 9 ?�	������-.�"!>�}�'�0��1\À î �·y°��	�)���������3���D�	��-0�'�	�'�I��16Ò�Ò ÀIÒ�Ò [�:�Gf�C(�J=���	���%��7��K��&(������9 �	�.=�����9(���c&/���"��9 ���K�	(�.!>���D���	�$& 9 �	�����H-.�"! �$�'�H�'1À6�·y°N���L��! 9(�+�	�����	�c�D�>-.-.��������:LUT�O�	(�K�(��Y��c�����E�	�$���H4S�K4����$��'���'���> ��,�	 �,�	���$�'�	��=��c�����	�'�A��1��	(���I���D�	��-0�J�	���":U5��!�� 7/� �A���D�	��-0�'�	���N12���c�	 �KZ [ �(�'�	-����c&��'���"!B���O�	(�)
 �	��
>?�E���T�#�'1��	(�L-.�"!>�}�'�w:gGW�,*��(!QP (�"46��=����"P��	(�'�A���N���N
/��������&(���+�	������(�D���	9 ���6���D�	�$-0�J�	���	�g&�������!M���0���	 ���6��9(�����	���$���S�'��!M�	(���)-0�����=����B��9>�	
/����12�'�	-³�	 �+-.��! �$���B���D�	��-0�J�	���"Py���B�	���	-.�C�'1v���D�	��-0�'?�	�����O������9>�%������:6�N�"46��=����"P������(���L�	 �c��-.
 �	�J=���-.�����I���A-0�'�	���$�(���1^���C��9>�N
(�'�%��-.�E�	���	���������	���(����P 46�L�D�	���E70�	�M�	(�c-.��! �$�������D�	��-0�'?�	�'�":
3.3 Error analysis for Z [ norm estimatorU5�3�	 ���I�������	������4S�c���(�����> ��N�	 �N
/����1^���	-0��� ���,�'1\�	(�C���D�	��-0�'?�	�'��12���KÒ�Ò À�Ò�Ò [ ���HzDhJ|E:
3.3.1 �»�¼�½�° bound for · º Ù�C���	�L46�K&(�������"�'�$���O�	���D�%�J�	�Mþw��-.-0�0j3�'��!Ot6(���'�	��-²k.1^�	��-U5��!�� 7_l$h�k'nA4����	_�	(������� �D�%�����	�.��
/�������"!_��9 �":_GW�#�J���	��=��"!V�J��	 ���C&��39(�����(�3`S ���	�(�'�f&/��9(�(! �I�	�.! �E�	�$=��,�	(�L����� �D�%�����A���B(���`S�$�'�$-³j�:
t6(���'�	��- h�:cz{U5��!>�>7/Pul�h�k'n^|Nþw�E� M� º ���¸"¼�ß"ß�ß�¼&�^A�°�&/�)��: �{: !Q:�	�'-.
(�����#1}�	��- À6 Ù °EPF> º`_  Ë$Ô Ñ ö Ë�Ô ¸a °�ú�» ¯ PL»cb Ý�ß Ñ�PL�	(���©LK¡Ð�G�¸ º Ù P��'��!=YRZ Ø -.�"!>�$���Q	Ò �3¸'Ò ¼"ß�ß�ß�¼JÒ �^A�Ò °6ãHØ Ù ÅL»�¼ Ù�ö »DÚ$Úd[Ù ÅH½>:vt6�9 �czDhJ|6����=����A�'�W�»�¼�½�°S���D�	�$-0�J�	����12�'�S· º Ù :��Y ��-.
 �$��o,12�'�C· º Ù ¼�½ º Ý>ß Ý�ð�P�» º Ý�ß Ù P\4S�.�����e> º Ñ.f�ð Ù :t6 ���A���A�K=��E���0�$�������L&/��9(�(!������	 �,����� ���N�	��J�I46�c�(���"!��K=�������$�J�	���C>5:ct6(���,-.���	��=��'�	���C9(�A�	�3�	�����'���,�	�.�	(�)���D�>-.
 �	�'�	���)� ����?-0�'�����5�3��1��	(�N-.�"! �$���312�'�C����-.�c��
 
 �	�"Y>��-0�'�	�c�'�������>������:

3.3.2 Asymptotic ( »�¼�½ ) bound for ·#ãW�Ý�¼%ÑJÚ
t6(���'�	��- j�:�þQ���U� º � �3g�� [�
 P�J º ©LK¡Ð�G [ P�> º ih?j�k ¶¯(lnm � l 
po ° ¯ P�	 ����zDh"|\����=����g���)���D�	��-0�'�	���v4����	.���D�>-.
>�	���	���,�»�¼�½�°u&/��9(�(!Q:Eq È���6�	 �N��9(-)&/���6��9 �E0�	��J�612�'���D�%����! �'�%!3�(���	-0�'�y! ���D���	��&(9>�	�$���/r4S�c��"=��FYRZ>Ø r�[6q È Ú º Â/:
;��	����1w���6���.�	(� s 
 
/����!>��Yy:\t6(���g�	����9 ���6���6���.�	(���	��-.�A���%!>����'1Q¦M Ù ú'»E¯J°������	 �A`S(���	� ���0�	����9(���"P�&(9 ���	 �I������F.���$�����v���v-K9(�%��-0�'���$�E�N�'�C�� �"4��#&/�����"4c:��Y ��-.
 �$��o<�(�'�.· º Ù ¼	½ º Ý>ß Ý�ð�¼%» º Ý>ß Ù Pc46�f�����sJ ºÙ ¼t�u�JB° º Ù ú�u�¼,q a à ¯ º Ñ�¼,> º f _.v :O`S��-.
��J�	�M4����	w> º Ñ.f�ð Ù1}�	��-��	(�N
 �	��=�����9 �A�������	�����w:� ���v· º Ù ß Ý�ð�P�4S�c������J º Ý�ß f]f]x _ ¼2�u�JB° º Ý�ß x]x�Ñ�y ¼4> º f Ù v :� ���I· º Ý�ß f�ð�PQ46�+�����RJ º Ù ß Ý�Ý]z _ ¼��u�J#° º Ý�ß x�Ý]x�Ý>¼t> º Ù Ý]z�Ñ�:X 9>�6����-K9 �$�'�	����� �6��(�"4��	��J�S�	 �����,�J�	�,��9(���	�,�'����9>�%�'�	�N&/��9(�(! ��:Gf�0�"���W�����0�	(�'�8J�u�J#°L!>�����+�(���+�%��'�(���0-)9(�%f���8�#��-0������ �������&/���	 ����!#��1y· º Ù :6i>���(���,4S�L�'�	�L��� ���������	���	���D�	�"!��$�K·B�$��L��-0�����/� �������&/���	 ����!0�'1 Ù P�12���S�	��9(��3�'�	��9 -.�����	�g4S�N-0���M9 ���J/�u�JB°6�J�g· º Ù P 4� �$�%#��� Ù ú�uv:

4. SINGLE NODE ALGORITHMUT�~�	 �$�K�������	�����QPS46����(�"4�(�"4���9 �.��7����	�E~4S���	7��M12�'�.���D�	��?-0�'�	��� �H�	(���������	��
��8��1,�	 �����%�JF.�B�D���	�"��-ø���<�@���$� �����B�����(7 -���D�	�$-0�J�	�����L��1 X x~���"4H�������	��
��,&(�����"!,���+���	�Q�����	�E�	�������	�����+-.�"�'?��9 �%�'&(���,
>�	��
/�����5�Oz{U�r#;g|S�$�6�	 �C�	��
(���,��1u�	(�N� ��Y��I�������	�����w:�GW�*(�	�D�6��(�"4�(�"4<�	�K��
 
 �	�"Y>�$-0�J�	�A�	 �A1^9(� ���	�����3á Ë�Ô {áy°g&��.�+�$���>?�"�J�.����-)&(�����J�	�����8��1,�'�.-.���D�K�T4S�@1^9(� ���	�����(�K��1A�	(�012���	-±á [ P·Bã~�Ý>¼EÑ"Ú�: s 1}�	���A�	��'��4S�)�'���'���> ��c�	 �c����-)&(���(�"!3�����	���C��1��	 �$���
 
 �	�"Y>��-0�'�	����������!3UT�(!>�>7/� ���'�������	���	 -#:
4.1 Approximating á Ë�Ô áX 9 �A�'�������	���	 -]����-.
(9>�	���6�	(�N�������	��
��3��1��K�D���	����-���1��(�"4��&����'
(
 �	�"Y>��-0�'�	���(�~�	 �H�������	��
��_129 �(���	�����¡á Ë�Ô á�&����8�����(�"�J�����-K&(���(�'�	��������1���Y>
 �	�������$���(��á [ P�·#ãW�Ý>¼	ÑJÚ�:SU5���	 �$�������E�	�$����46�! ��-.���(�D���%�J�	�) �"4R�	��!>�3�	 ���,��
 
 �	�"Y>��-0�'�	�����@9(
B�	�3�'�	& �����%�J����	���$�'�	��=��������	���.»":dtw�H-0�'7��.�	(�012���	-)9(�$�O���$-.
 �����K4S��9(���3�	(����J�	9 �%�'���������J�	���	(- Ë�Ô áL���(�D�	�"��!,��1 Ë$Ì�Í ¯ áwPJ�(���	��� ���	(�'�w�E(��� �����(��	(�v&��'���S���u����-.
 ���c��-0�J���	���\�'1(-)9(���	��
(���>���(�I&��N�	 �S�'
(
 �	��
 �	�$�'�	������(�D�%�����"P>�	�9(�I��"=����(�)�(�M���y�����A�����	���}�J�	��=��L�����	���":

t6 �����	��- k�:A�(���v�'���e{|[ Ù P�»5[_Ý�P��	(�E�	�6��Y>���D�	�vñWãf�Ý>¼ Ù °EPå º ¸¯Tí ã�¦M�} ~V�% o °EPS��9 �E8�	��J�L�u{áy° º å�{á ¸5î í@Å_á ¸�ï í/°K��
>?
 �	�"Y>��-0�'�	���6�	 �,�������	��
��.1^9(�(�E�	�$����á Ë�Ô á312�'�Ná�ãf Ù ¼?{3Úw4����	(����	���$�'�	��=��c�E���	���C&/��9(�(!�»�P �{: ��:$P\Ò m � )�
pï*) } ~ )) } ~ ) Ò ý »�:;��	����15:�aN�����(�)�	(�Lt\���>�����A��Y>
��'�(�������QP
á í º Ð í } ~ ) º ÙSö ñ Ë$Ô á ö {ñ Ë�Ô áy°�¯Ñ3� ö {ñ Ë�Ô áy°(�x�� ö �4�2�w¼46�c�������	��J��u{áy° º á Ë�Ô á ö ñ�¯�á Ë�Ô �yáx�� ö ñE��á Ë�Ô ô áð3� ö �2�2�� ��4I�	���	�$� �M�����	���	-.�I�'1\�	(�N�	���}�J�	��=��c�����	���"P 46�c�������	��'�Z>{áu¼Tñ�°gÛ �u{á/°á Ë�Ô á Å Ù º {ñ Ë�Ô áy° ¯x�� ö {ñ Ë�Ô áy° �ð3� ö �4�2�

º �Õæ Ç�¸ {ñ Ë$Ô áy° ¯ æpÑ'® ö�Ù °t� ßi>��� ���#��=��E���d�	�E�	-Þ���3
/�������	�$=���P646�B(�"=��/Z>{áu¼Dñ�°�²Ý�:�GW�������9 -.�N�	��J�Añ�b ¸} ~*� :vt6 �$�����$=����C9 �Z {áu¼Dñ�° ý Ùv �Õæ Ç\¸ {ñ Ë$Ô áy° ¯ æ º Ùv�� {ñ Ë�Ô áy°�¯Ù ÅV{ñ Ë�Ô áy° ¯�� ß zpj�|
t6(�H&/��9 ��!V�%��7����#-0�'Y>��-K9 -ø=��'��9(�W�J�#á º {H:�i>����=����(�¸� Ö � í } ~*� 
 ¶¸�ï � í } ~*� 
 ¶ × º »3����=����09(�0ñ º�� �(�µ g �(�} ~*� P����(!Vå º ¸¯Tí º} ~*�¯ � �(�µ g �(� ãW¦M } ~*�% o °E:,t6(���	�E12���	�1�u{áy° º ¸¯Tí {á ¸5î í Åfá ¸�ï í °A��
>?


 �	�"Y>��-0�'�	���Iá Ë�Ô á�4����	(�����	 �,�	���$�'�	��=��c�����	�'�C&/��9(�(!�»�:
s 
 �$�'�+��1I�	(���+��
 
 �	�"Y>��-0�'�	�����f1^���+�	(�M�%�'�(���OØ Ù ¼ Ù Ý�Ý�Ý'Ú��'��!�u{áy° º Ù Ý>{á ¸�ò ó	ô Å~á ó�ò õ	ô °N���L����=����f���W�\����9>�	�#h�:0t6 �K�	���$�'�	��=�������	�'�L��9��J�%�����	���M�'1S�	 �M��
 
 �	�"Y>��-0�'�	�����@��� ���@ ���$! �N1^���+=�����9(����������C�	(���#����-.�L����� �D�%�����R{@: s ��46�L��"=��c-.�����	�����(�"!yP 4S�L4������9(���)����-.�+������
((�����c!>���	�����	�����H-.���%��'�(����-��	�������	��9(-K=������C�	 �$���(�'���	����-.��� � :

4.2 Estimating entropy norm Ò�Ò À�Ò�Ò ÓmN�"4�46�c4������\����-)&(���(�c��9 �C��
 
 �	�"Y>��-0�'�	�����#1^���	-K9 �$�M���(!#UT� ?!>�>7/� �K�'�������	���	 -±�	�O�����0�'�8���D�	��-0�'�	���)12�'�M�	(�3�������	��
��W� ���	-Ò�Ò À�Ò�Ò Ó :Bi>9(
 
/�����.46�.(�"=��.�E �������~ñ��'��!få.���~t6 �����	��-ek��	����E�,�	���$�'�	��=��+�����	���,&/��9(�(!B» ó ���8Ø Ù ¼,{3ÚpPw�'��!�46�)��"=��L�%(�������T>



1}�	��-§t6 �����	��-ehK1^���I· º Ù�� ñ_�	�����%(����=��K���D�>-.
 �	�'�	�����»�¼�½�°�E���	���.&/��9(��!y:H�(���N· º ÙCö ñ¡46�3��"=��0��7����	�%(����M<0Pv����!W1^���· º Ù ÅHñf46�c(�J=��,��7����	�%(���6Mr,: X 9 �����D�	��-0�'�	�'��12���)Ò�Ò ÀIÒ$Ò Ó����� Ò�Ò ÀIÒ$Ò Ó�Û ÙÑ'ñ Ö X �M<)° ¸5î í Å X 0MrC° ¸�ï í × z�k�|
Gf�N� �J4<�D�	9�!>�K�	(�N�E���	���I�'1u�	(���6���D�	�$-0�J�	���":�Gf�C4������Q9 ���N����-.��'
(
>�	�JY>��-0�'�	�����+�	�A�����\����-.�g�	��9(��)& 9 �\����-.
 �$�g�����	���\���D�	��-0�'�	����:t6 �c
 �	���'12�C�'�	�c�����	(� s 
(
/����! ��Yy:
;��	��
/�������	������� : s ����9(-.��Â>¨ ý {@:�t6(���.z�k�|/���D�	��-0�'�	���SÒ$Ò ÀIÒ�Ò Ó4����	 �$�8�	���$�'�	��=��������	���.�	��9(��(���dÑ]�(å�» ö � ó » ó 4����	_
>�	��&��'&(�������T��	��9(��(��� Ù ÅCÑ'½�P'4� ���	��å º ¸¯Tí P���ó º Ò å�	Ò�Ò ÀIÒ�Ò ¸5î í¸5î í Å+Ò�Ò ÀIÒ�Ò ¸�ï í¸�ï í °�ú Ò�Ò ÀIÒ�Ò Ó ÅÙ Ò ú�» ó ý Ù P�� º Ò$Ò ÀIÒ�Ò ¸5î í¸5î í ú Ò�Ò ÀIÒ�Ò ÓLP��'��!��5� 
 ���"�������$�/b Ù :��Y ��-.
 �$��o.�(�'�C{ º Ù Ý�Ñ�y>¼%ñ º Ý>ß Ý�ð�¼%» º Ý>ß Ý�Ý Ù ¼%½ º Ý�ß Ý�ð�P�	 ���8» ó º Ý�ß Ý�Ñ.x�¼4>Aè Ù Ý ô :BU51I4S�����(���W�'����9(-.�!� º � ó º Ù P�	 ����pÑJå�» ö »	ó"°�è�Ý>ß Ý.y>P��{: ��:\46�I�"�'�M�'
(
 �	�"Y>��-0�'�	�cÒ�Ò ÀIÒ�Ò Ó 4����	 �$�y��������	����4����	f�Ý]��
 �	��&(��& �$�����T��9(����� � Ù Ý ô �	�'-.
(������:vU51\4S�+���D?��9 -.�R� º Ý>ß ð�P>�	 ���M46�C�"���3�J�y���%!.�	�+��� ���	�"�����,»g�	�+Ý>ß Ý�Ý�Ñ�P(����!�	�9 ��! �����	�������e>u�	�.è¡Ñ�ß ð1� Ù Ý]�,�	�.�'�E ����=��,�	(�SyB�������	�'�":
;��	��
/�������	��������:czpr��'�	� s �����	��������=��"|Eo,aN�(! ���N�	��-.�K������9(-.
>?�	�����(�O���@�'&/�'=���P.z�k�|����D�	�$-0�J�	���~Ò�Ò ÀIÒ$Ò Ó¾4����	 �$���	���$�'�	��=��W�E���	����	��9(��(���s� Ñ'å���» ö ��ó"»	óN4����	#
>�	��&��'&(�������T�0�	��9 ��(��� Ù Åf½�:

��Y ��-.
 �$��o6i>��-.�c�'����9(-.
>�	�$���B�����	(�N��Y ��-.
(���L�'&/�'=���P �	 ����4S����(���3�(����!!>Qè Ù ß Ñ�ð=� Ù Ý � �	�K���%(����=��C�	(�Sy��������	�'�A4����	�
 �	��&>?�'&(�������T�$f�ð]�0:
4.3 Estimating Z�¸ norm Î� ���"�'�����	(�'�,�	������-.
 9 �	�L�	(�K�����	9(�����������	��
��@Ä º Ë�Ì�Í ¯ ÎCÅ¸Ê Æ ¨ Â ¨ Ë$Ì�Í ¯ Â>¨DP�4S�A� ���"!K�	�c7��(�"4d�	(�I����-.
(�����	��=����$9 -.�6��1y�	 ����%�JF.�3Î�P\�'��Ò�Ò ÀIÒ�Ò ¸ :3�(�'�)�������(���$�0�D���	�"�'-²�	(���L���L���	��=��$�����	�B! �4����	V�H�����(���$�B����9(���	���":�QS9 �M��9 �09 ���	�$-0�J�	���������A���.�	�f�"�'�$��9 ?�$�J�	�@�������	��
��V�'1L��=������ X x§
��'���"PI�	>9 �.46�O�(����!_�	�W����-.
(9 �	��	 �������	���	�3���%�'F.��-0�'���	��Yf1^���.�	(�3�(�E�T46�'�	7/:~t6(�E�	����'�M&/����������(���$!>���%��& �$�N
 �	��=�����9 �S46�'�	7.�$�3������=����(�L�	(���6
>�	��&(����-#P�& 9 �S�������!(!>���	���������y-.���	 ��!K4����$�y(�J=��A�	 �N���'���	����
/���(! ���(�+�J=����	(����!3���D?�������}�J�	�"!_4����	V���":_UT�8�	(���.�������	�����_46����(�"4�(�"4��	�f9 �����	 ��	�'-.�K��7��E�	�E@!(�J�%�3�D���	9 ���	9 �	�+�	��J�,46�)��"=��+&/�����@-0�������%�����(���(����31{�J�,�	���'
(
>�	�JY>��-0�'�	�L�	(���,=�����9 �)12�'�L�0���$� �����M�D���	�"�'-#Py4�(���E4������u&/�c�(�'�	9>�%����������Y��	���(! �"!.�	�.!>�$�D���	��& 9 �	�"!3�"�����c�$�'�	�E�":i���-.�$�$�J�S�	�,�	(�A
 �	���'1Q��1ut6(���'�	��-�k�P�46�A�"���.�����������0��(�"4V�	 �1^�������"4��$� �.�	(���'�	��-#ot6(���'�	��- �>:�þQ���AñSPV{HPy�'��!#»A&/�L���C�$�#t6(���'�	��-�k�:�t6(���wP�	 �,�'
(
 �	�"Y>��-0�'�	�����@{á ¸5î í ö á ¸�ï íy°�ú�Ñ)�'
(
 �	�"Y>��-0�'�	���g�	(��129(� ��?�	�����s�u{áy° º á�4����	��	���$�'�	��=��c�����	�'�,�J��-.���D��x�»�:t6 ���6��
 
 �	�"Y>��-0�'�	�����. ���$! �g������!M12�'�I�����/����9(���	�v�$�M�	 �I�%���(���Ø Ù ¼,{�ÚA���(!f46�39(���0�	(�0������
((�����)��7����	�%W�	�@����
 �	9>�	���'���S���"4��4����	#���� ��L�D���	�����	�������	�"�J�	�����	����${H:i��M��9>�����D�	��-0�'�	�'�A1^���KÒ�Ò ÀIÒ�Ò ¸JP(����Ò�Ò ÀIÒ�Ò�¸6Û ÙÑOÖ X �M<M° ¸5î í ö X 0MrN° ¸�ï í × ß z{��|
aC�����(�3t6(���'�	��-³�3�'��!#
>�	����12�N���$-.���$�'�N�	�M�	(�����+��1S;��	��
/������?�	�����(���.���(!B��P>46�c(�"=��N�	(�C12�������"4����(� o;��	��
/�������	��������:cz{��|0���D�	�$-0�J�	���HÒ$Ò ÀIÒ�Ò ¸ �	��9 �� ���_4����	(���<�	���$�'?�	��=��0�����	�'�M&/��9(��!~» ö x��	� ó »	ó.4����	8
>�	��&��'&(�������T� Ù ÅVÑJ½>P�4� ���	�� � ó º Ò�	Ò�Ò ÀIÒ$Ò ¸5î í¸5î í ö Ò$Ò ÀIÒ�Ò ¸�ï í¸�ï í °�ú Ò�Ò ÀIÒ$Ò ¸ Å Ù Ò ú.x�» ó ý Ù : X �"PS-.�'�	��'���'�	��������=�������Pg�	 �0�����	���K&/��9(�(!W���)�	��9 �� ��� ¸% ¯ » ö x��	� ó » ó 4����	
>�	��&(��&(�������T� Ù Åf½�:

4.4 Separating elephants� ���"�����S�	(�'�+46�3�(����!f�	�@7�����
W���%���%7f�'1C�	 �0������
((�����)�(�"4��z{�	���0�	(�����,�	(�'��(�J=��,-.���	�Kh������M
����%7����	�%|6�'��!3���D�	��-0�'�	�,�	(��������������	��& 9 �	����� �\�	�C�	(�v�	���%�'�>�������	��
��L����
��J�%�'�	������:�U5�+��9 �����%(��-.��P46�+��! ��
>�C�	 �N�5�	��-.
(���L�'��!#(���$!>�c�'�������	���	 -³
>�	��
/������!O���fl�h��'n! 9 �,�	�M���	���$�"4�����-.
 9 �%�J�	�$�����'�w����-.
(����Y>���T�����(!��"�'���+�'1v���(������?������:,t6 �L�5�	�'-.
(���L���(!O ���$!>�c�������'�	���	 -³4�������
 �	��!>9(���+�.���$�D�N��1���"4��,�	(�'�c���(���$9(! �K�����g���$��
(��'���,���"4��,4����	H=������O(����@
 �	��&��J?&(�������T��:)t6(���H12�'�L�"���%@������
((�����,���"4����H�	 �K�����D�"Pw4S�M��9(&>���%������	(�g���(���	��-.�����	�w�"��9 ���"!L&��c�	 ��-¡�	�C�	(�g��7����	�%(����P��'��!L����-.
 9 �	��	(���������������	��&(9 �	�����(�\�	�C�	 �6�������	��
��L����
(�'�%�J�	������:�t6(�I�'�������	���	 -�������.(���6�	(�N�(�����c
 �	��
/�����T�.�	(�'�I�	 �,�$�'�	���E�C�	 �,���� ��c��1��+���"4cP�	(�O��-0�'�$�����fz������	9(�������<��Y>
/���(�����	�$�������<��-0�'�$�����E|.�	(�O
 �	��&��'&(����?���T�f��1C���	�)-.�������$� �B1^�	��-¾�	(�3���$�D�":Wt6(���K
>�	��
/�����5�f4S���	7��M=������46���$�g4����	H�	(�M1{�'���+�	��'�L�	 �0������9>�%�����f��1���9 �)��
 
 �	�"Y>�$-0�J�	�������1wá Ë�Ô {áy°v! ���'�%��! ���S��� ���.���%��! 9��'�����3�J1^�	���S�	(���%�'�	���E�6�	 �	���� ���$!z{�	���Hh������M
����%7����	�%|E:
5. DISTRIBUTED ALGORITHMUT�c�	 �$�u�������	�����+46�6�� �J4f�	(�SUDr#;@
>�	��
/�����5�c��1 �	(�SZ [ ��7��E�	�EQP�{: ��:�PN46�@�"�'��9 ���B�	(�@��7����	�%(�����'���$� ���	�������(��!>���#�'��!<���'�	������(��!>���I�	�M���D�	��-0�'�	�C�	(�LZ [ � ���	-��'1��	(� X x��(�"4���:�(�'�N�M����=���� X xN?p
��'���"P 4S�L4������u�	�"��9 ���	�L���(�����	 �c��7����	�%(���A�J��	��J�+�$� ���	�����)���(!f���'�	�����K� ��! ��:��N��� ����Pw46�.*(Y@��� �.��9(�%W
��'������(!#! �M�����w�	 �L�����'��� ������12�'�N���":vGW�,�"�'���w�	(�c��� ���	�����A�D���	�"��-]�'�¦R�'��!0�����	�����I�D���	����-��'�I©�:�GW�N�'�	�C�$���	���	���D�	�"!.�$�0�	(�����"4��I����	(�L�����N¦�¬�©�:AmC���	�c�	��J�N��1�46�L�"�'�@���D�	�$-0�J�	�c�	(�L
��'���C��1gZ [�(�'�	-.�v1^����¦H¬L©�PJ· º ÙV� ñgP>�	 ���M46�A�"�'�39 ���A�	 �I12���	-)9(�$�,12�'���
 
 �	�"Y>��-0�'�	���(�+�	(�,�������	��
��01^9(�(�E�	�$���B����&/��1^���	��:t6(����7��E�	�EL! �'�%�6�D���	9(�E�	9 �	���y4����$��&/���	 ���	��-.�v�'�w��=������N���(���	��������(!B�����	�����c� ��! ��P/�	(�'�N�$��Py�	 ���#4������v9 ���+�	 �)�	�'-.�)��9 -K&/���C��1����9(���	���	�F>5Pu���(!O�	 ���#4�������9(���K�	 �)�	�'-.�K�����L�'16
 ?p�D�%�'&(���K(����129 �(���	�����(�����v!>��*�� �"!+���Mi>�����	�����Mk>: j�: s 1}�	����46�I�������	��! 9 ���S& 9(�%7�?���	���(�@���_i>�����	�����_��Pg�	 ���W4��������������f9 �����	 �3�	�'-.����9(-)&/���+��1&(9 �E7����	��®��'��!��	 �,�	��-.�N9(�(��1^���	-���'���129 �(���	�����w:
5.1 Computing OD flow Z�[ norm Ò�Ò ¦V¬�©BÒ�Ò [G����	O�0���$������,��& 9(���+��1g�(���%�J�	�����wP/4S�)4�������9(��� M¦��	�3! ��� ���	��	(�N��7����	�%�12�'���	(�,���(�'�	�������(��!>��P��'��!�M©��	�K! ��� ���	�N�	 �,��7����	�%12�'�C�	 �c�����	�����N�(��!>��: M¦ ö M©]���(! M¦�Å M©³�J�	�c�	(�c����-.
/���(������?4������L��! ! ���	�����#�'��!�! ���y���	��� ���,��1TM¦�����!�M©��	����
/�����	��=�������:�z�t6 ������6
/��������& �$�N&/���"��9 ���N�'���Q� ��! ���S�'�	�C9(�����(�L�	(�A�	��-.�A=��'��9(���g��1�>5: |X 9 �����D�	�$-0�J�	����12�'�)Ò$Ò ¦V¬�©BÒ�Ò [ P �Ò$Ò ¦V¬�©BÒ�Ò [#P �"���#&/�c�����	 ���

X EM¦M¼�M©0°gÛ|� X EM¦)° [ ö X EM©3° [ Å X �M¦¡Å�M©3° [Ñ � ¸5àD[ zp��|
��� X � �M¦K¼�M©0°�Û|� X EM¦ ö M©0° [ Å X �M¦¡Å�M©0° [Ñ [ � ¸5àD[ ß z���|
5.2 CorrectnessUT�O�	(���c�����E�	�$���f46�K��(�"4��	��'�N�	(�K�546��1^���	-)9(�$���.!>�������	��&/�"!�'�	�O������!<���D�	��-0�'�	���	�012�'�WÒ�Ò ¦�¬W©BÒ�Ò [�:��N��� ����P�&��d9(�����(�f�546�����
(�����N�'1��	(�+��&/�J=��+���������	���	(-#P/���(�L�"�'�E#1^���6·w¸ º Ù ÅWñd�'��!· ¯ º ÙAö ñSP\����!@��9>�Lá Ë�Ô á~�'
(
 �	�"Y>��-0�'�	�����@12�'�	-K9(�$��Pu46�K�"�����&>�%�����B�'�O��
(
>�	�"Y ��-0�J�	�$�����'1��	(�c�������	��
��3&/���546��������=������3
��'�����1���� ���	�����A���(!����'�	�������(��! ����:GW�g
��J���	���	�����)�	(�g���"4��\�	��J�������	���\�	 �	��9(��+�	 �6���(���	�����v� ��! ����A��Y>�����	 �	��9(��3�	(�,�����	�����A�(��!>���A���I12���$���"4���o



¢ º ¦¡Åf©�9����"4����	��'�������	�E�A�'�A���(���	�����C& 9 �A! �)�(�'�C�EY ����	 �	��9(����	(�N�����	�����£ º ¦V¬�©�9����"4����	��'�������	�E�A�'�A���(���	�����N�'��!��EY �����	 �	��9(���	(�N�����	������ º ©�Åf¦;9R�(�"4����	(�'�A!>�M�(�'�������	���C�'�A���(���	�����A& 9 ����Y>����	 �	��9(����	(�N�����	�����
Gf�M7��(�"4R�	(�'� X �M¦+°C���+���H���D�	��-0�'�	�'�c12���3Ò�Ò ¦.Ò�Ò [ P\��� X �M¦+° [�������¡���D�	��-0�'�	�'��12�'�~Ò�Ò ¦.Ò�Ò [[ º Ò�Ò ¢¡ 8£3Ò$Ò [[ º Ò$Ò ¢)Ò$Ò [[ ö Ò�Ò £3Ò�Ò [[ :i���-.�$�$�J�	��� X �M©0° [ ���A���#���D�	��-0�J�	����12�'�KÒ�Ò £3Ò$Ò [[ ö Ò�Ò � Ò$Ò [[ :t6 �,��7����	�%�M¦ ö M©� ���$! �6�	 �N���������	��& 9 �	����� �I��1��'�$�y�	(�A���"4�����O¢LP/£��'��! � P/& 9 ��4����	B��=�������
��'�E7����C1}�	��-]£����������	�$& 9 �	���(��54�������:�GW�,9 ���c£ � ¯ 
 �	�K! ��� ���	�c�'�$�y�	(�A���"4������#£R4����	�
��'�E7��������9(���	�N! ��9 &(���"!y:Nt6 ��� X �M¦ ö M©0° [ ���,�'�@���D�	�$-0�J�	���A12�'�0Ò�Ò ¢6 £ � ¯ 
   � Ò�Ò [[ º Ò$Ò ¢)Ò$Ò [[ ö Ñ [ Ò$Ò £3Ò�Ò [[ ö Ò$Ò � Ò�Ò [[ :wU5�w���\��-.
/�����%�����y�	��
/���������9 �3�	��J���	 �O�	��������� ���(�8(���	�dz����(!V���<�	(�O�(�EY>�3
(�'�%���'�%��
 /|!>��
/���(! �+���W�	(�M12�����)�	��J�)�	 �.�$� ���	�����K���(!W�����	�����)�(��!>���K�J�	�9 �����(�M�	(�N�	��-.�c��7����	�%����E���	�$� ���C���A�(�'�	�"!#�'���	 �c&/�������(� ���(�M�'1�	 ���A�������	�����w:t6 �.��7����	�% M¦RÅ M©¾�EY(�'���	���f�����(�������)��9 �L�	(�.���������	�$& 9 �	����� �1}�	��-������(�	(�I�(�J4��g����£.P��'��!M���"�"=����g9(�g4����	.�	(�����������	�$& 9 �	����� ��'1L���"4���1}�	��- ¢§����!V�	 �O�(�����'�	��=��@��1L�	(�O���������	��& 9 �	����� ���'1�(�"4��K1^�	��- � :fGf�09(��� � � ïu¸¢
 �	�@! ��� ���	�������6�	(�0���"4��M��� �4����	0
��'�E7����v����9 ���	�v-K9 ���	�$
 ���$��!K&���Å Ù :vt6(��� X EM¦~Å£M©0° [ ���6������D�	�$-0�J�	���+��1+Ò�Ò ¢¤  � � ïu¸¢
 Ò�Ò [[ º Ò�Ò ¢KÒ�Ò [[ ö Ò�Ò � � ïu¸¢
 Ò�Ò [[ º Ò$Ò ¢)Ò$Ò [[ öÒ�Ò � � Ò [[ :tw�M��9(-�9 
wP�46�c�������	(�N1^�������J4���� � oX  M¦+° [ ���D�	��-0�'�	��� Ò$Ò ¢)Ò$Ò [[ ö Ò�Ò £�Ò�Ò [[X �M©3° [ ���D�	��-0�'�	��� Ò$Ò £3Ò�Ò [[ ö Ò�Ò � Ò$Ò [[X �M¦ ö M©3° [ ���D�	��-0�'�	��� Ò$Ò ¢)Ò$Ò [[ ö Ñ [ Ò�Ò £�Ò�Ò [[ ö Ò$Ò � Ò�Ò [[X �M¦¡Å�M©3° [ ���D�	��-0�'�	��� Ò$Ò ¢)Ò$Ò [[ ö Ò�Ò � Ò$Ò [[ ßUp�c���,�"�'�D�@�	�3�����K1}�	��-��	 �K�'&/�J=��)1^���	-K9 �$���K�	(�'�,&/�'�	f� ����?-)9(�$�,zp��|y���(!c�(���	-)9(�$�Nz���|Q�J�	�v�	�"�'�����(��&(���v���D�	��-0�'�	�'�	�w12�'�IÒ�Ò £�Ò�Ò [ P�{: ��:NÒ�Ò ¦V¬�©BÒ�Ò [(:
;��	��
/�������	�������>:Ai�9(
 
/�����\46�v��"=����%(�������c
 �	��
/���U>���9 �EN�	(�'�zDh"|0���0�	��9 ��(���<���R�»�¼�½�°0���D�	�$-0�J�	���":�i>9(
 
/�����8Ò�Ò ¦�¬W©BÒ$Ò [[ ºZ�¸'Ò�Ò ¦.Ò�Ò [[ Pw���(!_Ò�Ò ¦�¬O©BÒ�Ò [[ º Z ¯ Ò�Ò ©BÒ�Ò [[ :)t6 ���_zp��|C�%�������"!O�	�3�	 �
/�"4S���,·~���D�	��-0�J�	���#Ò�Ò ¦�¬@©BÒ�Ò [[ �	��9(��(���f4����	 �$�~�	���$�J�	�$=��3�E���	���&/��9(�(!@ ¸¥ µ ö ¸¥ ¶ Å Ù °D»64����	�
>�	��&(��&(�������T�3�J���$�����D� Ù Åsx�½�:gi>��-.��?�$�J�	����Pwz���|g�%�'�����"!3�	�+�	(�,
/�"46�E��·����D�	��-0�'�	���LÒ$Ò ¦_¬3©BÒ�Ò [[ �	��9(��(���4����	 �$�_�	���$�'�	��=��B�����	�'��&/��9(�(!<Ñ ¸�ï>[  ¸¥ µ ö ¸¥ ¶ ö Ñ [�ïw¸ Å¡Ñ�°D»Bè ¸¥ µ ö ¸¥ ¶ Å Ù °D»�4����	#
>�	��&(��&(�������T���'�A���"���D� Ù ÅfÑ'½�:
Gf�c��-.�����	(�,
>�	����1v(�E�	�c���$� ���L���C���A����-.�$�$�J�C�	�K�	 �c
 �	��=�����9 �
>�	����1^��:St6 ���g���$=����g9 �S�,=������K���������A�	��9(��.9 
(
/���v&/��9(��!+���M�	 ��	���}�J�	��=��M�����	�'�":+t6(�L�%�'�	�����FZ ¸ ����!Z ¯ �'�	�)�	���}�J�	�"!B�	� PQ&(9>�,�(�'��$!>�����	�$�����I�	� Pv�	(�3�%�'�	���H�'1 X x����"4����%�JF.�B���������(�D�.�	 �3�	�'�%������%�JF.�3�'�+�	(�.���(�'�	�����M�'��!f�����	�����+
/�������	��:#GW�M46�����L�	�B
/���������9 �,�	(�'�,4S�K�"�'�(� ���c
 9 �	��9(�K�3-.�'�	�K�'���'�	��������=��.���$����-²����-.���$�'��	�0;��	��
/�������	�$���W��P�&/������9(���c4S�)�"�'�(� ���A���$����-]�$�(! ��
/����! ���(���c�'1X EM¦+°��'��! X �M¦ ö M©3°EP ���	��:mC�"4cP��	�A�"������9 �$�'�	� X x8���"4~�������	��
���P"4S�u´D9 �D���(����!L�	���	��
(�$�'���X �M<M°v�$�@zDhJ|g����!Oz{��|�4����	 X �M¦M¼¦M©0°v4� ���	��M¦R�'��!NM©��'�	�NZ ¸5î í��7����	�E ����P(����!3����-.�$�$�J�	���312�'� X 0MrN°E:

6. USING BUCKETSX 9>�A�"�'�	�������,�EY(�'-.
(��������(�"4S�"!��	��J�S>pP(�	(�L��9(-)&/���I�'1�����9 � ?�	�E�	�6���3�	 �,Z\[+��7����	�%wP��(���"!M�	�)&/�C�$�.�	 �N���%!>���I�'1\-0�����)�	(��9>?�	�'��!>�0�	�W���%(����=��B�H(����_���D�	��-0�'�	�������'����9>�%������: � ���"�'�$���	��J�

�"�'�EH�$� ����-.��� ��
��'�E7����,4������v���	���������+���(���	��-.�����	�C�	�#�����#>S����9(�>?�	���	�v12���S���D�	��-0�'�	���(�L���(�CZ [ � ���	-#P��'��!M��9 �I�'�������	���	 -��	�"��9 ���	����	��J���T46�M! ���y���	�����CZ�[K�(�'�	-.��&/�c����-.
 9 �	�"!y:gi>9(�%#�)�}�J�	���8>\���9(�(��������
 �%�'&(���,�	�K� ���T4S���	7����(�.�'
(
(�����"�J�	�$���(��P((�"46��=����"P(����� ���,12�'�(���� ?p��
/���"!K�����(7���P�4� ���	�A�"���%.
��'�E7��E�g(�����	���(���'1w�(��� ������������!>��	�L
 �	����������P ���S�$�S�$-.
/��������&(���A�	�L���(�E�	��-.�����g�	(�'�g-0�����M����9(���	���	�
/���A
��'�E7����"P>��=�������1u�	(�����'�	�L�'���u����12���D�,i �Cs rH:GW���	��������=����	(���w
>�	��& �$��-�&��N��! ��
 �	���(�6�	 ���D�%����! �'�%!,-.���	 ��!>?���������W�'1�&(9 �E7��E�	�$� �Hl �'n�P��� �"4��~�$� s �����'�	���	(-ej�:3G����	f& 9(�%7�?���	���(�>P �	 �,��7����	�%#! �'�%�K�D���	9 ���	9 �	�N&/������-.�����+�T4S��?5! ��-.��� ���������'��'���%���_rHl�h�:�: 7�n�l$h�:�: ��n�:�� ���M�����%_���(����-.���(�O
��'�E7����"Pg4S��(����8���	����"4¡�$��&/���Q9 �����(�M�L9(� ��12���	-������QP�129(� ���	������§*@wP ���(!0�	 �C�	����9 ���§*@u�·�®3�Eß ¤HG>°)���K�	 �����(! ��Y~�'1N�	 ��& 9(�%7����K�'�M4� �$�%8�	(�3
����%7������(��9(�$!�&/�,
>�	�����������"!y:gt6(����4S�c���(���	��-.�����S�	(�c����9(���	���	�K�Ø §�@u�·/®B��ß ¤HG>°5Ú5Ø Ù ß�ß�ß?>}Ú�����7��3��� s �$�����	���	(- h�:~�\�$�(��������Pg4S�#��!(!9(
B�	 �)Z [ ���D�	��-0�'�	�����(�C1}�	��-��������	(�����+&(9 �E7��E�	�A�	�0��&>�%�����@��9 �*��(���Q���D�	��-0�'�	��:UT�¡�	(�O12�����$�"4����(�>P)4S�f4������)�� �J4§�	(�'�"P,�	��9(��(���¡��
/�"��7����(�>P&(9 �E7����	���(�#z{�{: ��:�P�4����	O®�&(9 �E7����	�I���(�D�	�"��!#��1�hJ|64����$�w�	�"! 9 ���,�	(��D�%���(!(�J�%!K! ��=>�$�J�	�$���)�'1/��9>�����D�	��-0�'�	�����+��1/Z [ �(�'�	-.�\&��L�A12�����	�'�����������	���O�$�����N�	��'� � ®yPy
>�	�'=��$! ��!��	��'�C�	(�+��9(-K&/�E�C�'1g�(�"4��,���-K9 �E.�$�J�	�������	��'�.�	(�N��9 -K&/���g��1u&(9(�%7����	�S®y:vþQ��-.-0�c�)�� �"4���	��J�.�	(���D�%����! �'�%!_! ��=��$�'�	�����d12�'�09(�����(�¨>N����9 ���	���	�.���.�$�d�	(����%!>���)��1C¦M Ù ú � >2°E:@t6(���	��1^���	��Pg�O! �����	�"�����3���w>I�"���~&/�3����-M?
/��� �	�'�	�"!B&��B�'�@��� ���	�"�����)���H®#&��#�3����������	���B�$�'�	�����,1{�'���	���":,UT���9>�L
 �	��
/�����"!@�$-.
 ����-.�����%�'�	�����dz�! �������	��&/�"!H���fi>�����	�����~��|EPw�	(���9(-)&/���u�'1/&(9 �E7����	�\®L���\�T�>
(���"�'�$���L���+�	 �S���%!>������1wh"��P ������:6i�9(�%�c�$�'�	���A&(9 �E7����v���$ ��N�'�$���"4��n>��	�L�� �	���(7L�	�+�,��-0��������9(-)&/������9(�%���Nj��+�	�.���%(����=��,�	 �c�	��-.�.z{�'�C��=�����&/�E���	���E|6���D�	��-0�'�	�����B�'����9>?�%���E��:@Gf�34������I��(�"4���(�����	���W�	(�'�"P���=����8���~=������f(����>?p��
/���"!�����(7��.z{�	���dh���rø
��'�E7��E�	�c
/���L����������!�|EP\�31^��4��	���(�L��16-.��-.��������������������A
/���A
��'�E7��E���"���#&/�,��������-.-.��!(�J�	�"!Q:GW�g9(���S£N¨��	�N!>���(�'�	�I�������	(�v���"4�����'��(�"!c�	�C�	 �S¤{�	+&(9(�%7����"P���(!¡Ò$Ò £C¨EÒ�Ò [O�	�f!>���(�'�	�3�	 ��Z\[@�(�'�	-e�'1N�	 �3�(�J4��K�$�~�	 ��¤{�	&(9 �E7����"Pu����-.���$�'�L�	�� �"4�4S�0! ��*(�(�"!dÒ�Ò À�Ò�Ò [ &/�E12���	��: X &>=�����9 �����Ò�Ò À�Ò�Ò [[ º Æ ¨ Ò$Ò £C¨EÒ�Ò [[ :~þw���CKf¨,&/���	 ��¤{?��	~�	�J4�=������	�'�.��1A�	(���7����	�%w:QGW�v7��(�"4@�	��'� X PK ¨ °y����!>��*�� �"!N���0zDhJ|Q�����'�c���D�	��-0�'�	�'���1AÒ�Ò £N¨%Ò�Ò [ P ���.���J�	9 �%�'�$���0�	(�c���D�	�$-0�J�	����12�'�)Ò$Ò ÀIÒ�Ò ·@����o
X PK�°�Ûª© æÕ ¨}Ç\¸  X PK ¨ °�° [�« ¸5àT[ ß zp��|

UT�)�	(�I�$! �"�'�(�"�'������1y��=����.! ���D���	��&(9>�	�$���.��1/�(�J4��v�����	�,&(9 �E7��E�	��P���(!_�'���^¬E£N¨,¬ [[ �'�	���	 ���	�'-.��PS�	 ����Ò�Ò ÀIÒ�Ò [[ º ®QÒ�Ò £N¨�Ò�Ò [[ :<þQ���"� ������(���$! ���C· º Ù *(�	�D�":OþQ��-.-0�����	���$���+9(�L�	��J�+�	 �.���D�	��-0�'�	�'�X PK ¨ °I���C�	��9 �� ����,��9 �����}�'�B4����	O-.�"�'�~Ò�Ò £ ¨ Ò$Ò ¸ ����!#�D�%�'��! �'�%!! ��=>�$�J�	�$���~ Ù ú�Ñ�J�u�J#° � >{°2¬E£N¨,¬'¸":nQv���	(�+`S�������%�'�\þQ�$-.���Ct6(�E?���	��-#P X PK�° º Æ æ¨}Ç\¸ X PK ¨ °u���g���D�>-.
 �	�'�	���"�������^�,��9(�����$�'�wP��'��!���	�g�D�%�'��! �'�%!M!>��=��}�J�	�����.���v�	��9(��(��� � ®Q Ù ú�Ñ�J/�u�JB° � >�°2¬E£+¸�¬J¸ º Ù ú�Ñ�J/�u�JB° � >2® °�Ò�Ò ÀIÒ�Ò ¸J:�U51 46��! �$!>�w� ��9(�����'���L&(9(�%7����	���'��!L����-M?
(���@9(����!H���D�	��-0�'�	�'�3zDhJ|EPu�	 ���O�	(�M�D�%�'��!(�J�%!W! ��=>�$�J�	�$���H4S��9(�$!&/�# Ù ú�Ñ�J/�u�JB° � >2°�Ò$Ò ÀIÒ�Ò ¸':.i>�$>2®@���c
/����1^���	-.���(�3�	(�)�	��-.�K�	���$����8>I���f�	(�.
>�	��=��$��9(�)���(�����>���$��P��'�K���~�'�	(���L46�'�%! ��Pv®f& 9(�%7����	��	�"!>9(�������D�%�'��!(�J�%!������	�'���	��9(��(����&����)12�����	�'�A��1 � ®/:G� ���O· º ÙS� ñ����d�@��-0�'���6�(������>&/�'�	(����!8��1 Ù Pv46�3�"����	�"�'�E8�	(�3�	��-.�3����� ����9(�������d&��~9(����� �@�	 ���	�'-.��(����!�4I�"=����(��'�	��9(-.�����c���@
 �	���'1I��1�;��	��
/�������	�$���8�0�	(�'�+�$�,��9(�����$�'�f�%�������"!�	�M
/�"46�E�g·��$���D�	�����w�	��9(�� ����,�'9(�����$���Q:UT�0�	�"�'�$���5��P 4S�N4����$�w�(�'����"=��N��=����#!>���D���	�$& 9 �	��������1\�(�"4��A�����	�=��'�	����9 �,&(9 �E7��E�	��:c�N�"46��=����"P/4�(���@�	 �)��9(-)&/���C��1v���"4��,���,1{�J��$�'�	�����K�	(���f�	 �.�>9 -K&/���L�'1�&(9 �E7��E�	��Pu4�(���%W4����$�S&/�M�	(�0�"�����4����	���9 �I
(�'�%��-.�E�	���I�������	���(�������(!3�����	����!>�"!.46���	7�������!QP>46�C�"���



s �������	���	 -�j�o s �$�����	���	(-��	�.����-.
(9>�	�cZ\[.�(�'�	-�4����	�&(9(�%7�?�E�	�$� �h�oC;��	��?p
 �	�����������$� �.�D�%�����j�oAU5�(���	�$������ ��L�K��7����	�%K�Ø Ù ß�ß�ß	®�Ú5Ø Ù ß"ß�ß?>}ÚQ�	�.�'�$�Q ����	�����k>oC�\��Y!>\
 ?p�D�%��& ���,��'���129 �(���	����� �CÎ�@ ¸ �	 �	��9 ��#Î�@	AT:� oCþQ������'���129 �(���	�����!§*@#-0��
3���"4��$��&/�������	� â Ù ¼"ß�ß�ß�¼	®(ä��oN`6�'�$��9(�$�'�	�+��Y>
/�����	�"!#�	�'-.
(���c-.�"!>�}�'�s�eK�Ð�G�[. A &�������-K9 �$�'?�	������>o X � �$��� �,�D�%�������o�1^���A�"���%#���(����-.���(�)
����%7�����·�®3�6! ��>o 12�'�I¥�o 9�h,�	�C>\!>��>o K�Ø §*@u�·�®3�Eß ¤HG>°5ÚpØ ¥�Ú#DF9�Î�@ « �·�®3�Eß ¤HG>°�°h��>o X�I ���(�N�D�%�����h�h�o � ���	9 �	��®^Æ æ¨}Ç\¸ Ö -.�"!>�}�'� � � ¯L° ¨�±�° ¸H±��  ò ò ò ²� ¯L° ¨�±�° A ±p� 
³ ¯8´�µ ��¶ · × [�¸>¸5àD[

>�	�J=��c�	��'�C�	(�c1{�'���	���N��1g�����	���C�	�"! 9 ���	�����B���N���(���B����������	���B��������	(��� � ®y:_GW�#��-.���M�	(�#
>�	����1c ���	�B!>9(���	�H�$���%7_�'1,��
��'����¹�:G<(����®3���I���(�E�	�"�����"!0�	�K&/�C���0�	(�,�	�'-.�N���%!>���I�'1\�	(�C�>9 -K&/����'1/���"4���P� �"46��=��E�"P��	(�g1{���E�	���g��1y�����	�'�v�	��! 9(�E�	�$���)4������(� �,�����(��������������,�'� � ®M�����(���)z���|��	 ���	�I4��$���/&/��-0�����)��-.
 �5�K& 9(�%7����	���	��J�4������y�(�'�6���������	��& 9 �	�I�	�+�	 �I�	�"! 9 ���	�����0��1w���D�	��-0�'�	�����3�����	�'�"P>����!z{&�|g!>�$�D���	��& 9 �	�����3��1Q���"4��6�����	�)& 9(�%7����	�v4��$���/&/�C-.���	�C����!.-.�'�	�9 �(��=����w:�t6(�E�	��12�'�	��P,4�(����>+����* Y ��!QP��	(�O���D�	��-0�'�	�������E���	��������(� ����&/�,&>�	��9 ����A! �"4��#�J�	&(�����%�'�	���������������,�	�M�+&������ ���	�"������� �®��'�	& �����%�J�	������:
s �(�'�	(���.������9 �#���M�	(��& �$���.��1N-.�"! �$�'�d���D�	�$-0�J�	���OzDh"|EPS�	��J�����P/�	 �)��Y>
/���E�	�"!#=��'��9(�L��1v�	(�L�	��-.
 ���+-.��! �$���B�'1�>��	��-.
 �$���C���� ���I����9(�����	�L�	(�N! ���D���	��&(9 �	�����3-.��! �$���3©LK¡Ð�G�[ :�G� ���.46�,�J�	�� ����9 �����(�A&(9(�%7����	��PJ�	 �S�'�D� -.
>�	���	���v�(���	-0�'�����5�L��-.
(�������u�	��J�u�	 �& �$���+�$�+-K9 �EH��-0���������+�	����H�	(�.�D�%���(!(�J�%!f�����	���"P����#4S�0����9 �}!�����(���	���	(�3�$����9 ��:dmN�"4��	(�'�K4S�#�J�	�#9(�����(�H®W&(9 �E7����	�)�	�O�	��?!>9(�����	(���D�%�'��!(�J�%!.�����	���I&��M�c12�����	�'�I��1 � ®/P��	(��&(�$�'�6&/������-.����������(��*��"�'���":�þQ���e�eK�Ð�G [. A6!>���(�'�	�M�	(�M��Y>
/���E�	�"!H=�����9(�K��16�	 �-.��! �$���M�'10>��	��-.
 �$���v1}�	��-�! ���D���	��&(9>�	�$���0À î �·y°E:�i��,46�6�	�"!>��*�� ���9 �A���D�	��-0�'�	�'��12���)Ò�Ò £N¨%Ò�Ò [ o

ºX PK ¨ °�Û -.�"! �$���Q	Ò K�Ø ¤{ÚpØ Ù Ú5Ò ¼�ß"ß�ß�¼JÒ K�Ø ¤{ÚpØ >$ÚTÒ °�eK�Ð�G [. A ß z���|
t6 ���A�	��
 �$������� X PK ¨ °6���Wzp��|����(!�����=����A��9>�N���D�	�$-0�J�	���C9(�����(�& 9(�%7����	��:umN���	�6�	(�'�Az���|\���v���M9 ��&(�$�����"!)���D�	��-0�'�	���"P�&(9 ��zp��|\�D�	�$���-0���3&/�,& �}�'���"!Q:þQ���A9(���'����9(-.�N�	(�'�SK �'��!${§�J�	�LZ [ ��7����	�%(����4����	�&(9(�%7�?�E�	�)�J�L���(���	�����)� ��! �.¦����(!H���'�	�����+�(��! �M©§�	����
/�����	��=�������Pu����!�	 �K�T4S�#��7����	�%(���c9(���K�	 �M�	��-.�)�������	���(����:.Gf�M�"�'�H�	��
 �}�'���»M¦�'��!¼M©²�$�dzp��|,�'��!8z���|C4����	�K ���(!T{@P����(!@���L���c�"�'�D�@�	�3�	��?
/���'�I�	(�N�'�	��9(-.�����	�S�	 ���	�N�	�K�� �"4��	��'�S�	(�����c�J�	�N�	�"�'�������'&(������D�	�$-0�J�	���	�I12�'�C�	 � X xN?����"4�Z\[M� ���	-#:�eK¡Ð�G [] AC�"���<&/�B��9 -.���	���"�������d�"������9 �}�J�	�"!<9(����� �f�	(�#
Q: !Q: 1T:1^���	-)9(�$�M12���N���%!>���,�D�%�J�	�$�D�	�����A4�(���T� �	� [�
 (���A���������"!B12�'�	-#: X ����.�����d&/��!>���	��=��"!~=��}�O����-K9 �}�J�	�����w:fGW�3�"���_�������H�%�'��78��&/��9>�½eK¡Ð�G [. A5P =��'�	�$��� ���c��1\�	 �c�	��-.
 �$�N-.�"! �$������17>\�	�'-.
(������:��Y ��-.
 �$��oL�(���A· º Ù PE> º Ñ'Ý>Pu4S�.�����8�eK¡Ð�G�¸& ¯ ó º Ù ß Ý v f>P½eK¡Ð�G ¸& ¯ ó º Ý>ß Ù y]f>PL���d�D�%���(!(�'�%!¡!>��=��}�J�	�����¡���BÝ>ß x _.v :]t6 �!>���D���	�$& 9 �	�����H-.�"! �$�'�@���L©LK¡Ð�G�¸ º Ù Pw����4S�K�"�'�f�����+�	(�K& �$���Ý�ß Ý v f~���3-K9(�%d��-0���������0�	����d�	(�B�D�%�'��!(�J�%!V!>��=��}�J�	�����¡Ý>ß x _]v :s �����3�	 �)�'�D�>-.
 �	���	���L�D�%���(!(�J�%!@!>��=��$�'�	�����O����=����B&��#þw��-.-0�K����CÝ>ß x�ð Ù P 4�(���E��$�����������L�	�)�	(�c�'���	9��'�u=�����9(�,�'1�Ý>ß x _ ð�:¹�UT�.1{�'���"P(��=����0�	�K�D�%�'�	�C�	�$�����	��9(�����0�	(�C�	 �����	��-�46�N4S��9 �}!3���$7���	�K
 �	�J=��N�	�"��9 ���	���A-.�'�	�,��
��'���,�	��'��4S�+(�"=��,(�E�	��:

7. ALGORITHM IMPLEMENTATIONX 9 �K!(�J�%�@�D���	����-.���(�@���������	���	(-e�$�M! ��������� �"!~�	�O4S���	7f4����	(����@�����(7���
/���"! �C��1g9(
#�	�Bh"�0-.�����$�����@
(���%7����	�C
/���,����������!B9 �D?���(�0����-.-.��! ���T�B`6;va,b'-.��-.�'���#�J�c�.�	�"����������& ���K�����D�":,UT�B�	 �$��������	�����wP'46�S�EY 
 �$�����) �"4~=��J�	����9(�u����-.
/���(�����	�u�'1 �	 �S�'�������	���	 -����'���u&/�,��-.
(����-.�����	��!0�	�K���%(����=��,�	 �$�A!>���������#��&>´T�����	��=���:� ���"�����y�	��J����9 �A�'�������	���	 -]� ���"!>�6�	�K7�����
��T4S�M��9(&>?p��7����	�%(���12�'�K���D�	�$-0�J�	���(�#�	(�0ZI¸5î í �'��!H�	 �0Z�¸�ï í � ���	-.�c�	����
/���E�	�$=�������P�"�'�EO��1�4� �$�%O����� �����D�	�,��1S® � >��	�"�'��?p=�����9(��!#����9 ���	�E�	��:CGf�+���E��	(�+��9(-)&/���N�'16����9(���	���	�C
/���c&(9 �E7����F>��	�#j'�����@��9 �N
 �	��
/�����"!��-.
(����-.�����%�J�	�$���w:+i����(���+�	(�+��7����	�%(���c�J�	�M��-.
(����-.�����	�"!�9(�����(����(��Y>
/��� ����=��#(���� ?��	 �	��9(�� 
(9>�.x �Cs r z{��Y>
(�$�'�$� �"!V� ��Y��E|EPS46��������"4��	 �M��9(-)&/���,�'1I&(9 �E7��E�	�c®@�	��&/�M=������O�$�'�	���Oz{�	�"�@9 
@�	�-.�����$�����(�%|E:s �L�� �J4��8��� s �$�����	���	(-±j�P�1^���)�"���%~���(����-.���(�B
��'�E7����"P\46��(���"!O�	�3���(���	��-.�����=> º Ñ'Ý�����9(���	���	�c
/���c��7����	�E@�'��!B46�M� ���"!�	�M!>�+�	 ���S12�'�I�T46�)��9(&>?5��7����	�E ����:\Gf�N9(���C�����(������?p
>�	���������������	�"�'���9(-)&/���K����9(���	���	��z{�H&����	���K�����%/|L�	�@-.���(��-.�� ��3-.��-.�����fU�b Xz{��
��'���A�(���6���0������9(�J|EP>�'���c! �����$-0�'��!>�$�����	�6��1w
 �	�����$�������3���I�'����9>?�%�'�	�)���(��9(��O1^���L��9 �,����-.
(9>�%�'�	����� ��:ct6 �$�c����=����$=����,k�j��0&����	�����1u-.��-.�����+�	�"��! �I���S4I�	���	����P ����� ���N�"�'�E3����9(���	���I���(�E�	��-.�����S���>?=����$=����L��-.��-.�'���#�	�"��!f����!H��-.��-.�'���#4I�	���	��:.GW�K4������S�� �"4�(�EY>�3�	��J�#�����(���%�J�	���(�8�	�"������ "�'�	�����(�O��1A·(?p�D�%��& ���f!>�$�D���	��& 9 �	����� �1^�	��-¾�546�O
 �	������-.
 9 �	�"!H�%�'&(�����)�$�8�'�%! ���)�	�B����-.
 9 �	��Î�@~4����������=�����=��K���(�'�	(���+k�j���&����	���c�'16-.��-.�'���#�	�"��!>��:.UT�O�	���%�'�{P\�"�'�E���(����-.���(�L
��'�E7��E�S���	���������	�I�����)&����	���v��1w-.��-.�����+�	�"��!>�%bJ4I�	���	����:�N�"4S��=����"P'46�v4��$������(�"4~�	(�'����1 �$-.
 ����-.�����	�"!,9(����� �C����-.-.��! ���T�� x �Ns r²x,U�rBr��������>Py��9 �N��7����	�%#�"���O!>������=����N�.�	>�	��9 ��(
 9 ���1Ih��K-.�����$�����#
��'�E7��E�	�I
/���A���������(!Q:X 9 �A��7��E�	�E ���C�����B&/�L��-.
(����-.�����	�"!39(�����(� � x �Cs r²x,U�rBr�������Oz{���'-.�"!#�'1}�	���,���	�N��������r/Q6b'�,��9 �D�%�����(�"!#�	>�	��9(��(
 9 ��12�'�&(9>�	�D�M�'�������������%|EPS��Y>����
 �+12���)�	(�0������
 ������K! ���	�����	�����8-.��! 9 �$��P4�(���%����6�	�+&/�N��-.
(����-.�����	��!K9(�����(�K�+��-0�'���y��-.��9 ���6��1�i �Cs r�����	(�@�	��-.�O4I���¡������9(�������D�	�"!¡����l$h��'n�: � x �Cs r �"����! �E?����=����)��=������O ����f�	>�	��9(��(
 9 �,1^���L�	�"��!(bJ4I�	���	�0���f&(9>�	�D�L-.��! �z��N�����	�������'1y�����������������	�,����� ������9>�	�$=��6-.��-.�����,�$�����'�	����� �%|E:6i����(�����9>�,�'���M&����	������1v-.��-.�'���3���������������N���	���������	�"!#&��������%B�$� ����-M?���(�.
(���%7����C����� ���$�D�N��1��0�$�'�	���)�������	�$��9(��9(�A&(�����E7��A��1�h"���.&����	����"�'�EQP�4S�S�"�'�+1^9(�����c�%��7��g��!>=��'���%�'���g��1(�	 �S�'�����,r/QIbJ�\�	 �	��9 ��>?
(9>�L
 �	�J=��$! �"!@&�� � x �Cs r±x,UDrBrÞ�������>:�UT-.
 ����-.�����	���(�3��9 ���7����	�%.9(����� �cx �Ns rHP�4S�A� ��=����g�(���"!K�	�,46�'�����.��&/��9 �S-.��-.�������
��'���JbJ����� ��9(-.
 �	�����wP��'�)��=����f��1I46�.� ���"!f-.�����������(�+��1�& 9(�%7����	����@�	 �)1^9 �	9 �	��z246�M9 ���)�	��� �,��1g�	(��9(�	���(! �N�	������L� �"4C|EPQ4S�.�'�	������(��9(-.��� �3���(���B�9(�(!>�	�"!>�C�'1�r/Q - U5�O����-.
(�'�	�������QP/�	(�)�	�E�%�����
 �	�����A��1u�c����-.-.��!>���T�Kj8�RQ � x �Ns r�x,U�rBr]�������+-.��!>9(���������&/��9 �S¾�k�����:mN�EY>�.4S�O! �����E�	�$&/�B �"4]�	�f�$-.
 ����-.�����K�	 ���T-0�'���������D�%��& �$���'��B129(� ���	����� �cÎ�@ ¸ P\:�:�:�P\Î�@�A�9(����!#�$� s �$�����	���	(-�j�:,t6(�+�D�%���>?!(�J�%!)-.���	 ��! ���$�����+12�'�g�����(�E�%�'�	���(�,�%�'��! ��-R=��'�	�$��& �$���v4����	M�D�%�J?&(���O!>�$�D���	��& 9 �	����� �#À6�·y°K���0�	 �	��9 ��d�	(�#12�����$�"4����(�d����-K9 �}�J�	�����12�'�	-K9 �}��o
� º�¿ ê�ë Ô �· ü °� Ì ê ¸5àD[ ü �� Ì ê\ ü  Ù Å�·y°�°T° ¸5àD[�ïu¸&À © � ÙÅ Ë�Ô Z � ¸5àD[�ïu¸ « ¼z���|4�(�E�	� ü ���,�E �������O9 �(��12�'�	-.���#�$�8Ø�Å:uuú�Ñ�¼?uuú�Ñ"Úv���(!sZ.���,�%(�������9(� ��12���	-.���3���WØ Ý>¼ Ù ÚSl �'n�:X �(��
/��������&(���#46�"�8�	�H�$-.
 ����-.�����)�	 �����#�D�%�'&(���#��'��_1^9(�(�E?�	����� �,Î�@ « P�¥ º Ù Pu:�:�:$P*>5P����A����12���$���"4���:Atu�.��-.
(����-.�����6�"���%OÎ�@ «46�c* Y��546�09(� ��1^���	-���'��#129 �(���	����� ��§�@�«J¸N���(!/§*@�« ¯ �	��J�N-0�'
�)�(�J4��$! �����	��*(����·/®B��ß ¤HGM�	�.� ü =�����9 �,9(� ��1^���	-.����! ���D���	��&(9>�	�"!����Ø�Å:u\ú�Ñ�¼?uuú�Ñ"ÚpPg�'��!8���wZ#=�����9(�39(� ��12���	-.���W! ���D���	��&(9 �	��!W�$�¡Ø Ý>¼ Ù Ú�	����
/���E�	�$=�������:AGf�+�	 ���B
(��9 �M�	(�����L�T4S�3=�����9 ���N�����	�M�	(�)��&/�J=��



1^���	-)9(�$�>:��C�"46��=��E�"P6����-.
(9 �	��� �f�(�'�	-K9 �}�dz���|)�	�"��9 ���	���M�	(��9>?�	�'��!>�K��1N`6;�a����>��������Pg���(!f���M���)� ���)
/��������&(���3�	�B
/����12�'�	-e�����9 �E�����-.
 9 �%�J�	�$���(�I12�'�A�"���%#���(����-.���(�K
(���%7����":X 9>�\�����$9>�	�����)1^������
/����! ���(�A9(
c�	(�v����-.
(9 �%�J�	�����L��1 �	(�����g�D�%�'?& ���A(����M1^9(�(�E�	�$���(�Az{�{: ��:$P�Î�@ �« ÎJ|\�$���	�c
/����1^���	-�-.��-.�����L������7�9 
(������	�3
 �	������-.
(9>�	�"!��%��& �$���Mz������������ � x �Ns r�x,UDrBr±��������|,���1^�������"4���:.mN�'�	�)�	��J�c���@�	 � � �ci#��1Nz���|EPQ�	(�+�	���	-����O�	(�)* �	�D�&>�%���%7������$���81^9(� ���	�����¡��1)��� ��� ü �'��!V�	 �@�	���	-ª�����	(�@������?����!#&>�%���%7����C�$�C�M129 �(���	�����B�'1v���(���$Z>:�� ���C�$-.
 ����-.�����	���(�M�"�'�EÎ�@�«046�.�(�"4�*(YO�546�#9 �(��12�'�	-§�����H129(� ���	����� �e§�@�«J¸)���(!T§*@�« ¯�	(�'�.-0�'
d�O�(�J4��}!>�����	��*����N·/®3�Eß ¤PGH�	�@�546�@�$�(! ��YW=��'�$9 ���M9 �(��?1^���	-.���d! ���D���	��&(9>�	�"!8�$��Ø Ù ß�ß {M¸EÚA�'��!¡Ø Ù ß�ß { ¯ Ú��	����
/�����	��=�������:8Gf��'���$�����'�	�0�T46���$����7�9(
H�%�'&(�����FÁ�¸+���(!ÂÁ ¯ �	(�'�L�������%�'����{M¸+����!{ ¯ �������	�$���K�	����
/�����	��=�������Pg�'��!W�"�'�E~�%��& �������������<z21^���.&/�'�	�Á�¸�'��!ÃÁ ¯ |B�������%�����(�Â> º Ñ�Ý<& �����E7��O��1.�V&����	���B�����%w:et6(���4S�.
 �	������-.
(9>�	�^{ ¸ � Ñ�Ý��{: �{: !y:M�%���(! ��-²=��J�	�$��&(�����L!>���D���	�$& 9 �	�"!�'�+�	 �M�	���	-§���W�	(�K* �	�D�+& �%���%7����)�'��!H*(�$�v�	(��-��$���	�/Á�¸�P�����!
>�	������-.
(9 �	�L{ ¯ � Ñ�Ý#�{: �{: !Q:B�%���(! ��-¾=��'�	�$�'&(�����M!>���D���	�$& 9 �	�"!f����	 �M�	���	-����f�	(�0����������!f&>�%���%7����)���(!f*������	(��-������	�$Á ¯ :B�(�'������%����(����-.���(�V
(���%7����"P,4S�W����-.
(�����	���	9>�	�Ä> º Ñ'Ý_�%���(! ��-=�����9 ���SÁ�¸JØ §*@�«"¸J�·/®3�Eß ¤PG>°5ÚpØ ¥�Ú � Á ¯ Ø §*@�« ¯ �·/®3�Eß ¤PG>°5ÚpØ ¥�Ú�P/¥ º Ù ¼"ß�ß�ß$¼EÑ'Ý>P�'�.�	(������-.
(9>�%�'�	�����8�	����9 ���K12����Î�@w¸J�·/®B��ß ¤HG>°EP6Î�@ ¯ �·/®3�Eß ¤PG>°EPC:�:$:�PÎ�@�A5�·/®3�Eß ¤PG>°E:Wi>��� ���0�"���%8��9(& ?p��7��E�	�Ef�	����9 ���	���)�546�B�%��& �$����Pv4S�� ���"!3�+�	�'�%���y��1w12��9>�6�%��& ������:vUT�0��9>���$-.
 ����-.�����%�'�	�����QP�&/���	!{M¸�'��!C{ ¯ �'�	�������S�	�,12�����	���.�$�'�	���C=�����9(���g����7��chJrH: X 9>�S����-)9(�$�'�	������� �"4��,�	��'�,�D�%��&(���.!>���D���	�$& 9 �	�����H=��'��9(���,�����(�E�%�'�	�"!O�	(���N4I���O������(! ���D�	���(��9 �������& ���+1}�	��-��	�"�����D�%�'&(���+! ���D���	��&(9 �	�����@=�����9 ����:�mN�'�	��	(�'�A��9>�N��-.
 �$��-.�����%�'�	�������$�A=������012���D�"oS�546�M-.��-.�����0�	�"��!>�)z{�&����	���Q�"���%/|y���(!c�6�����J�	���(��
/�������u-)9(���	��
(�����"�'�	�����L1^���u����-.
 9 �	���(������%8Î�@ « �·/®B��ß ¤HG>°E:3mN�'�	�0�������#�	��J�)���(! ��Y@=�����9(���=§*@ «J¸ �·/®B��ß ¤HG>°�'��!w§*@�« ¯ �·�®3�Eß ¤HG>°)�����(�E�%�'�	�"!~12�'�����D�	�$-0�J�	���(�O�	(�#ZI¸5î í �(�'�	-�����f&/�+�	��9(����!@12�'�c�	(�)�$����7�9(
@��
/���%�J�	�$���(�L
/����1^���	-.�"!O���f���D�	��?-0�J�	���(�)�	 �cZI¸�ï í � ���	-#P>�����(���c�'���w�������	�����������	 �����N12��9 �I�%�'&(������J�	�c-K9>�	9��������3����! ��
/����!>�����":� ���0��9>�3! ���D���	��&(9>�	�"!V�'�$�����	���	(-ø���<i>�����	�����¡�O�	�@46���	7/P64S�� ���"!B�'�$�Q�	(�L�(��!>�����	�.9(���L�$! �����	���"���w������7�9(
#�%�'&(������Py�'��!��$! ��� ?�	���"�'��9(�(��1^���	-]�����O129 �(���	�����(�C�	(�'�,�'�	�K9 ���"!#�	��-0�'
B�����	�.�	 �������7>9 
)�%�'&(������: X � �g4I���c�	�C���(��9>�	�g�	(�g�$! �����	���"����������7�9 
+�%�'&(��������,�	��! ���D���	��&(9>�	�K�.�%���(! ��-³=��'��9(�L�	����=������B���(�'�	�����L���(!@���'�	������ ��! �����(!f�	�B9(���0���.���+�	(�0�����"!f�	�O�"�'�E~�'1��	(������z{�}!>�����	���"���}|
 ����9�!>���%�'��! ��-���9(-K&/�E�6�����(���%�J�	���	��:
8. EVALUATIONU5�#�	(���,�����E�	�$���wP/4S�K��=�����9��J�	�+�	 �)
/�E��12���	-0�'�(���+��1g��9>�c�'�$����?�	���	 -�9(�����(�K�	�����Q
����%7����I���%�'�����A��&>�%�����(�"!01^�	��-³�+�	�$�E��?%h,U�i ;\:
8.1 Data GatheringGf�A! ��
 �$�"����!.�,
����%7����g-.��� ���	���g���0�MhS�N&(���Eb'����������!.���(�'�	����������(7+1^�	��-��c! �'�%�c�������	���v�����	�)�,�$�J�	�����	�$�E��?%h�UDi ;f&(���%7�&/���(��� ����?4S���	7/:gt6(�c! �'�%�+�������	����(���D�	�I�	���(�I�'1\�	(��9(�	���(! �I�'1\GW��&3�����	����'�I46�����w���I�����	=��E�	�A
>�	�J=>�$!>�$� �K�L4��$! �,�%��� ���,�'1������	=�����������9(�%����-)9(���	��-.�"! �$��Py-0�����{Pw�E�	��:)t6(�K�����(7�-.���(���	�'�	�"!@���,���(�)��16-)9(���	��?
 ���C�����(7��v����� �(�����	��� �,�	(���S! �'�%�c�������	���v�	�,�	(��U5���	�E�	�(���": s ��� �	 ����%�JF.�c�"�J���	�$��!�&��.�	(���I���$� 70�����	���	�6�	(�,UDi ;~&��'�E7�&/���(�,� ���T4S���	7�J�)�	 �.�	��-.�.���(�'�	�����)�	��9 �	���":#�(���+�"�'�E~��&(�����	=��"!f
��'�E7����"Pu�	 �-.���(���	���C�"�'
 �	9 �	��!����	�CUT;V(�"��! ���A*����}!>�N�'�A4S���������CaNxc;gb�t�`6;�'��!~U�`Ir#;R���>12���	-0�J�	�����~�	�"��9(���	�"!f1^���M�	 �0�(�"4�! �E*��(���	�����W4S������(���$!>���	�"!Q:Gf�0�������������	�"!d�B��9(-K&/�E�)�'1�*�=���?p-.����9 �	�K���%�'�����.�'��!~�B��� ��? ��9>�I���%�����c��� s 
 �	���wj�������:vGW�C9(���N�	 �N�	��9>�	���(�K�%�'&(���c! 9 -.
/�"!�J�6�	(�A���(�'�	�����6�	��9>�	���6�	�)! ���	���	-.��� ���	 �N���'�	�����S�	��9 �	���61^�����"�'�E
(���%7����"P"�	�9(�Q!>���	���	-.���(���(�g�	(� X x~���"4��Q�	���"�'�Ec
/��������&(���g�����	������	��9 �	���":¦QS������9(���c4S�L! ���Q� �C(�"=��N�	(�c
(���%7�����-.���(���	���	���(�K�"��
(�'?

&(�������T�)�'�������	�������	��9>�	���	��P�4S�I�E �����S�	�C����� ���%�'�	�I�D�>���	(�E�	�$�v���%�'F.����%�������c�'�N�����	�����,�	��9 �	�E�	�N���0�	��'�C�	(�����������%�'�$�@���'���	����
/���(! ���(�X x³�(�"4��.��&(���E�	=��"!d�'�.�	(�����(���	�����M�	��9 �	�E�":_Gf���"�'�_129>���	(���! �����%�J�	�c�	(�c���"4����$ ��K!>�$�D���	��& 9 �	�����O�J�N���'�	�����C�	��9 �	���	��:�U5�#-.���D��"�'������P 4S�,-0��7��A�	 ��-�-0�J�	�E.�	(�����"4¡���� ��c!>���D���	�$& 9 �	�����3��1w�	(����(�'�	�����A���%�'����:UT���	(�,�	���D�C��1��	 �+
(��
/���"P 46�c4������\-.���D�	����9(���c�	(�,1^�������J4���� ��T4S�K���%�������A�	�)���$��9 �D���%�'�	�L��9>�A�	����9(���	��: Å
¿ tw�%�����,h�o s ��� �I(��9>�\���%�����I�������������	�"!K�'�v�>o �>h�
(-���� s 
>�	���j���Pwj'������:,Up�N�������%�����(�N�>: �3&(�����$�����@
(���%7����	��4�(���%@&/���$���(��	�)h�: �N-.�����������)�(�"4���:�GW�S�%(�����I��� �6�����	�������	��9 �	�������C�	��'��	(�H���%�JF.�W&/���546�������	 �f���	�����$�R����!�! ���D�	�$�(�'�	����������-M?
 �	�����"!��'1v�]Æ��'1\�	(�C�	���%���y���%�'FM�L�'���	��=��$� �.�'���	 �,���(���	������	��9 �	�E�":¿ tw�%�����Mj�o s *�=��L-.����9 �	�c���%�����)�������������	��!f�'�Kh"�>o ����
(-����s 
 �	���wj���P/j'������:6i>��-.���}�J�6�	�.tw�%�'���Kh�P �	 �C���%�'FM�c&/���T4S������	(�.���	�����$�8�'��!f��9 �)�E �������f�����	�����+�	��9>�	���+����-.
>�	�$����!f��1�]Æ²��1��	(�.�	�'�%���S���%�JF.���J���	��=>��� �H�J�)�	 �0�$� ���	�����+�	��9>�	���":t6(�M���%�'FM�.�$�@�	(���c���%�����.���+
(9>�	
/���������@�E �������W���L&/�����(��#��9(&(���E�)�'1I�	(�M���%�JF.�M12�'�Mtw�%�'���Bh0���#�	��J�+4S�0�"���~!>��?�	�����	���W����-.
��J�	�0�	 �.
/����12�'�	-0��� ���0��1A��9>�M�'�$�����	���	(-¾12�'�*�=��,-.����9 �	���I���(!���� �c(��9 �������	���	=��'����:

8.2 Experimental Setup�(�'���"���%c���%������P�4S�g�	��
/�"�J���"�'�E+��Y>
/���	��-.�����gh������A�	��-.���w4����	����!>��
/����!>�����	���_�����(�E�%�'�	�"!<��7��E�	�E�! �'�%�W�D���	9 ���	9 �	�������(!<����-M?
(9>�	�.�	(�.��9 -K9(�$�J�	�$=��0! ��� �����5�f1^9(�(�E�	�$���~��1��	(�.�	���$�J�	�$=��������	�'�":aN� �������.�D�%�'�	�"!d���	 ����4�������P6�	(��
��J�%��-.���	���	�M4S�#9(����!81^���0�"�'�E��Y>
/���	��-.�����v46���	��o���9 -K&/���v��1w&(9 �E7����	�S® º ð'Ý>¼	Ý�Ý�Ý�P(��9(-)&/���v��1�	�����$�D�	�E�	�)���f�����%W&(9 �E7��E�=> º Ñ'Ý>P��	�'-.
(���.�'��!H ���$!f�	�'-.
(�����(��%�'�	�:Y º Ý>ß Ý�Ý Ù P>�'��!K���(�I-.�������$���M�������	���������K�"�'�EM������7>9 
K�%��& ����:UT�H��9>�)�EY 
/�E�	�$-.�����	��PQ46�0�'�����O! ��*(�(�.�'�W������
((�����L���"4]z212�'�4�(���%f�	(�.���������	��&(9 �	�����f�	���	(�.�������	��
��f�J�	�0����-.
 9 �	�"!@����
��J?�%�'�	�����(|I�	�3&/�)���������"4�4����	@�'�N�$�����D�F{ º Ù Ý�Ý�Ý3
(���%7����	��:AGW�9(����ñ º Ý>ß Ý�ð�PI4�(���%V�	�J�	�$�D*(���.�	(������� �D���%��������ñNb Ù ú Ë�Ô {H:�N���(����Pu�'�L��=������O���(�'�	�����+����!O���'�	�����L
/�������c46�M(�J=��M��
(�����L��1��7����	�%(���S����-.
(9 �	��� �L�	 �NZI¸�ò ó	ôN�'��!0Zvó�ò õ	ôN�(�'�	-.�g�'1u�	(�����%�'FM��:
8.3 Experimental Results�(�'�	-K9(�$�'��h.�'��!Wj�o � ���"�����g1}�	��-¾i������	�����W�3�	��J�c46�M(��!@�546�12�'�	-K9 �}�'�,12�'�C���D�	�$-0�J�	���(�K�	 �cZ�[K�(�'�	-.��P(�{: ��:�P

¿ �(���	-)9(�$�3h�o ÖVÇ �]ÈÉ 
 � î Ç �]ÈÊ 
 � ï Ç �]ÈÉ ï ÈÊ 
 �¯ × ¸5àD[¿ �(���	-)9(�$�Mj�o Ö Ç �]ÈÉ î ÈÊ 
 � ï Ç �]ÈÉ ï ÈÊ 
 �¯ � × ¸5àD[ :GW�M* �	�D�K����-.
��J�	�.�	(�0��Y>
/���	��-.�����%�����	����9(���	�L12�'�K�	(�����0�546�12�'�	-K9 �}�'��:It6 �L��9(-)9(�$�'�	��=��c!>���(�����5��
 �$�'�	�A1^���A�	(�c�����	�'�N�'1v��9 ����������	���	(-�9(����� �K�	(�����C�T46�)12���	-)9(�$���,1^���Ctw�%�'���MhL�'�	�c����=����#����\����9>�	��j�:0GW�.��& �����	=��M�	(�'�+&/���	@12���	-)9(�$���.(�"=��M�	�"���������'&(�����-0�������'��!8����-.
(�'�%��& ���������	�'�.=��'��9(����:dt6 �$�.��&(�����	=��'�	�����V�'�$���(���$! �3�����'�$�A*�=���-.�$��9>�	�����%���������'��!V ���(���#4S�#*(YV���(!V9(����(�'�	-K9(�$�0h,12�'�A�	 �,�	���D�A��1���9 �A��=�����9��J�	�����w:ùg�'���>���(�.��9(-)&/������1g&(9 �E7��E�	��oSGW�L�D�	9(!>�3�	(�L���y�����N��1v=��'���>���(��	(����9(-)&/������1Q& 9(�%7����	�����.�	(�I
/�E��12���	-0�'�(���A��1Q��9 �S�������'�	���	 -#:�c����
 ���(�M�'���w�'�	(���A
��J�%��-.���	�E�	�6*(Y>�"!3�'�I�	�"�'�������'&(���L=��'��9(����P�46�=��'�	���"!W�	(�3��9(-K&/�E�)�'1A&(9(�%7����	�+&/���546�����d® º ð'Ý�Ý�Ý@���(!8® º_ Ý�Ý�Ý�Ý>Pv4����	8���(�E�	�"�������(�B12�����	�'�	�M��1��T4S� :@�\����9>�	��kB�� �J4��+�	(��	����9 ���	�c�'1Itw�%�'���0j�:+Gf�K��&(�����	=��+�	��J�,���(���	���������(���	 �K��9(-)&/�����1N&(9 �E7��E�	�M���(���	�"�'�����.�	(��������9>�%������z��'�.��Y>
/�����	�"!(|EPS& 9 �K4����	! ��-.���(���� �$� �)�	���	9>�	�(��:Å t6 ���	����9 ���	�.���_�'�	(���.*(=��3-.�$��9>�	�3���%�'�����0�'�	��=������8����-.���}�J�":GW�N��-.���I�	(��-� ���	�N1^���C�	��7��c�'1�& �	��=����T��:



 0
 0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5
 0.6
 0.7
 0.8
 0.9

 1

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

Fr
ac

tio
n 

of
 e

xp
er

im
en

ts

Relative Error

Formula 1
Formula 2

�\�$��9 �	�+j�o6`S��-.
��J�	�$� �.�(�'�	-K9(�$�'�KhL���(!#j�z�tQ�%�����Mh"|

 0
 0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5
 0.6
 0.7
 0.8
 0.9

 1

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7

Fr
ac

tio
n 

of
 e

xp
er

im
en

ts

Relative Error

k = 5000
k = 10000
k = 20000
k = 40000
k = 80000

�\����9 �	�+k�o�ùS�J��� ��� �M��9(-K&/�E�	�S��1�& 9(�%7����	�,z�tQ�%�����)j�|

 0
 0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5
 0.6
 0.7
 0.8
 0.9

 1

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25  0.3

Fr
ac

tio
n 

of
 e

xp
er

im
en

ts

Relative Error

P = 0.01
P = 0.001
P =0.0001

�\����9 �	�L�>o�ùS�J��� ��� �K�	��-.
 ���$� �K�%�'�	���+z�tQ�%�����)j�|
ùg�'���>���(�)�	��-.
 �$��� �)�%�'�	��o � ���"�'���Q1}�	��-]i>�����	�������+�	��J�I46�c����
(�'?�%�J�	�S�	(�g����-.
 9 �%�J�	�$���c12�����	 �S�$�'�	���,z{������
 ������E|Q�(�"4��\&��c-.�"��� ��'1�i>��-.
(���+���(!@�C���$!Q:FQg�B=��'���>���(�.�	(�+�	��-.
 �$��� �3�%�J�	�)46�)�"������ ���	�"�����C���S! ���E�	�"�������	(��
 �	��&��'&(�������5�K4����	M4�(���%.46�I4����$�/�	�'-M?
 ���M���"4��c�	��'�+�J�	�0��&/�J=��M��9 �L������
 ��'���c�	>�	����(���$!_z{�{: ��:�P\���"4���'1u���� ��C���	�"�J�	���I�	��'�#h"������|E:�Gf�A1^��9(�(!M�	��'�g�	(�A�	��-.
 �$��� �L�%�J�	�!>�$!)�(�'�v�'�y���E���	(�S
/�E��12���	-0�'�(���I�'1���9 �v���������	���	(-�������� ��*(�"�����	����:�\����9 �	�+�.��(�"4��C�	(�'�"P/��=�����4����	O�.��-0�����u�	�'-.
(�����(�M�%�'�	�0z{��: �>:$Ph0���<h�������|EP��	(�0������
 ������)! �E�	�����	�����W-.���E(���(����-��'�$���"4��M������!�J=��E�%�����u
/����1^���	-0�'�(���,1^���A��9>�N�'�������	���	 -#:ùg�'���>���(�6���%�'���v�$���(���	Qow�\�$��9 �	�S�S����-.
(�'�	���y�	(����9 -K9 �}�J�	��=���! ���>?�����5�B
(�����	�C��1v�	(�+�����	���C12�'�,�	(�c*�=��)-.����9 �	��P�tw�%�����Mj�Pu�'��!��	 ����(��(��9>�"Pgtw�%�����Hh�Pv4�(���E8(�J=��3�	 ���	�'-.���'�	�$�����<���(!8! ���D�	��?�(�'�	�����~� ��! ���)���(!W����-.�$�$�J�)���%�JF.�3! ���D���	��&(9 �	�����(��:#Gf�3��&(�����	=���	(�'�"P ��=������	(��9 ��3�	(���	�c���C���#�'�%! ���A��1�-0�'��� ���	9(! �c!>���y���	���(������W�	 �.���$ ����'1I�	(�����.���%��������P��(�'�K���(���W!>�����)�	 �.�����	���+�	��-0�'�$�����-.
��J�%��& �$��Py&(9 �C�'�$���0�	(�+!>�$�D���	��& 9 �	�����B�'1v�	 �L�����	���": X 9 �C��Y�?
/�E�	�$-.�����	�L���~! ���y���	�����L���%�����3���� ����K��(�"4��	��J�+�	 �3�������'�	���	 -

 0
 0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5
 0.6
 0.7
 0.8
 0.9

 1

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

Fr
ac

tio
n 

of
 e

xp
er

im
en

ts

Relative Error

Five minutes
One hour

�\����9 �	�)��og`S��-.
��'�	��� �.tw�%�������+hc����!�j

 0.01
 0.02
 0.03
 0.04
 0.05
 0.06
 0.07
 0.08
 0.09

 0.1
 0.11

 0  5  10  15  20  25  30  35  40

R
el

at
iv

e 
er

ro
r

Ratio of OD traffic to ingress traffic (%)�\����9 �	�+�>o�ùg�'���>���(�K1}�%�����	�����#��1����%�JF.�,1^�	��-��$� ���	�����

 0.02
 0.03
 0.04
 0.05
 0.06
 0.07
 0.08
 0.09

 0.1
 0.11

 0  2  4  6  8  10  12  14  16  18  20  22

R
el

at
iv

e 
er

ro
r

Ratio of OD traffic to egress traffic (%)�\����9 �	�)��o�ùg�'���>���(�+1^�%���E�	�$���B��1����%�JF.�,1^�	��-������	�����
���c�	��&(9 �D�c�	���%��'�(�����c�$�@�	(�M���� ��.�'16�	(�+���%�����0�'�L�$���(�����c�	(�1^�%�'���	�����B�'1����	�����D?����%�JF.�L�$�� ���$!������ �D�%�����"P(���A! ������9 �����"!��(�EY>�":ùg�'���>���(�B���	�����K���%�'F.��o.GW�0�D�	9�!��f�	(�3=��'�	�$�'�	�����8�'1A�	 ���'����9>?�%���E�~��1C��9>�0�������'�	���	(-±&(�����"!8���~4�(�'�K1}�%�����	�����V��1A�	(�0�	���%�'����"4�z21^�	��-��	(�.����9 �	���"|L�	��J�K
(�'���	����9 �}�J� X x����"4�����-.
>�	��������:�(�'� X xR�(�J4����	��J�C�'�	�+=������3��-0�����u���B����-.
��J�	�$�����#�	�M�	(�c=�����?9(-.���g�'1w���%�JF.�N�J�S�	 �C�'�	�$�����Hz��'��!0! ���D�	���(�'�	������|�46�A��Y>
/�����g�	(�
/����1^���	-0��� ���N�'1u��9 �6�������'�	���	 -��	�+! ���'�%��!>�N�����(���A�	(�A=��J�	�$�'�	�������1I�	 �.���	�����L���%�'FM�M4��$���6&/�������f�	�O! ��-.�����'�	�)�	(�.�����	�'�K�'1���9 ����D�	��-0�'�	�'�":�t6 �$�3����!>��-.��� �D���%�'�	�"!d���¡�\�$��9 �	�����~���(! �H12�'�=��'�	����9 �A1}�%�����	����� �,��1��	 �L�$� ���	�����N���(!#�����	�����A���%�'F.�0z{9 ���$� �M�	(��"=����%�'���.��1Ch"�����	9(� �%|EPw�	����
/�����	��=�������:.t6 �M����-.
 �����	�M��: !Q: 15:M12�'��	(�N�$� ���	���������%�'FM�c�$�����$=�����12�'���	��12���	���(���L���#�\����9>�	�+�>:`S��-.
 9 �	���(� s ���	9(�����������	��
��yoyGW����=�����9��J�	�v�	 �g
/����1^���	-0�'�(���v��1��9>�C�������'�	���	 -����#����-.
 9 �	���(�L�	(�L�'���	9��'�w�������	��
��Oz�������
 
/�����"!�	�B�	(�0�������	��
��H�(�'�	-3|L�'1A�	 � X x��(�"4���:ft6 ���K����-.
(9 �%�J�	�������'�6��!(! ���	�����(�����E���	���I�����(���A4S�C� ���"!K�	�c-0��7��A9 ������1w��9 �g��7����	�%�	�O���D�	��-0�'�	�0�	(�.�	���%�'�6=����$9 -.�0��1����%�'F.�3&/���546�����~�	 �3����9 �	���



 0
 0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5
 0.6
 0.7
 0.8
 0.9

 1

 0  0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Fr
ac

tio
n 

of
 e

xp
er

im
en

ts

Relative Error

35.5%
14.5%
5.3%
3.3%
2.5%

�\�$��9 �	�L��ogùg�'���>���(�+1^�%�'���	�����B��1u���%�'F.�,1}�	��-����(�'�	�����

 0
 0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5
 0.6
 0.7
 0.8
 0.9

 1

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25

Fr
ac

tio
n 

of
 e

xp
er

im
en

ts

Relative Error

Entropy error

�\����9 �	�L�>og�����	���C! ���D���	��&(9>�	������1^���C�����	9(���Q�������	��
��
�'��!#!>���D�	�����J�	�$���w:SUT�B�\����9>�	�+�K46�c��& �����	=��c�	��J���	(�c�����	�'�N
 �$�'�1^�����	(�C�������	��
��0���I����-.
(�'�%�'&(���N�	�)�	(�'�61^�����	(�C�������	��
��.� ���	-#:�C���(����P��	(���I�����>*(�	-.�6�	 �C1{�'�����	��J����9 �A�'�������	���	 -��$�A�L�	��&(9 �D����D�	�$-0�J�	���A��1��	 �,�������	��
��0�'1 X x����"4���:
9. RELATED WORKt6 ���	�L��'�A&/�����#�����(���$! ���%�'&(���+
 �	��=�����9 ��4S���	7��$������-.
 9 �	���(��	 �v���%�JF.�v-0�'���	��Y,���+�I�(���546���	7)l$h��>P�j�h�P�j�j�P�j�k�P�j��Jn�:�t6 �v���%�JF.�-0�J���	��Y_���0����-.
(���8�	(�#-0�J���	��Yd! ��*(�(�"!d&��~�	 �#
��'�E7����Oz{&��>�	�"|����9(���	��&/���546�������"���%#
(�����A��1����(�'�	�����C����!3�����	�����C� ��! ���������	 �� ���T4S���	7O�J=����+����-.�K-.�"����9>�	��-.�����,�����	���	=����{:3�(���c*(�(��?p�'�%�����(�"!� ���T4S���	7d-.�"����9>�	��-.�����M4S�O�'�	�B����-.�E�	�$-.���.�$���	���	���D�	�"!V���_�	 ��(�"4�-0�'���	��Y~l j��'n�P\4� ���EH��9������	��*����,�	(�K=�����9(-.�)��1S�	 �)���%�JF.�&/�E�T46�����#����!>�$=��$! 9(��� X xR���"4���:6U5���	 �$�A
��'
/����46�c
>�	��
/�����c�	 �����-.
(9>�%�'�	�����B�'1��	(�+�������	��
����'1v��=������ X x��(�"4���P/4�(���EB����=����9 �M-.���	�3��� 1^���	-0�'�	�����d�	(���d�@����-.
 �$�0���%�'FM��-0�'���	��YW����!8��'������(���$!>���%��& �������������'=����	(�"��!��	��'��-0�'�$���%�'�$� ���(�)�	 �c�����	���	�N���"4-0�J���	��YQ:U5�K�	(�S�}�'�D�g1^��4V���"�'�	��P��������	��
��+����v&/�����K��9(�������D�	�"!.�'�S�N9 ����?1^9(�C-.�"����9>�	��12�'�#!>���y�E�	������� ���T4S���	7�?p-.��� ���	�'�	���(�W�'
(
 �$���"�J�	�����(��:þw��7�(���(�6���\�'�{:�l�hJ�Jn�9 �����	(���������	��
��C-.�"����9>�	���	�I
/�E��12���	-���� ��-0�'���!>���	�����	�����)�'��!c�(�E�T46�'�	7c! �$�'���(��������:�UT� 1^���	-0�J�	�$���c-.�"����9>�	���u��9 �E�'�c�������	��
��B(�J=��K&/�����@��9(�������D�	��!O1^���c���%���%7����(��-0�'���$���$��9(�c� ����?4S���	7��'���	��=����5��l�h�h�P,j'��n�:��������	��
��V(���3&/������9(����!<&��6ËN9V����'�{:6l j��JnI�	�B���>12���)
��J���	���	�(�+��1A�����	���	���D�	���(�O�'���	��=>���5�W&��@9(�����(�O����	�~���$9 �D�	���3���%�'F.��:��(����! ���	�����	���(�~��
/������*(�O�5�>
/���0��1+�'���%�'�E7���P�	�����"�'�	�%(���	�3��"=�����9(�������D�	�"!V�	 �#9(���B�'1c�������	��
��d��1L!>���y���	��������%�JF.�c12�"�J�	9 �	���A12�'�C4S���	-�l jJ��n��'��!�xNx,��i�!>���	�����	�����Wl$h�h�n�: � ��?�������	����P>������'��&/�������� �"4����	��J���������	��
���?p&�������!0�	���%(� �$��9 ���S1^����'�(��-0������! ���	���E�	�$���#�J�	�c-K9(�%0-.���	�A�	�������D�%�������	�)�	(�N���y�����	�I�'1�	�'-.
(�����(��l kJnu�	��'���'�	(���"P =�����9 -.��?p&�������!3-.���	 ��! ��:t6 ��9 �����'1A�D�%��&(����! ���D���	��&(9 �	�����(�L�	�@
>�	��! 9 �����B��7��E�	�EW46���* �	�D�M
>�	��
/������!8����l�hJj"nI�	�@-.������9 �	�0�	(�3Z ¸ !>�$�D�%�'�(���3&/���546�����

�T4S�K�D���	�"�'-.��:vt6(���S�	����9 ���I4I���I�����(�E�%������ ��"!3�	�+�	(�NZ�[)!>�$�D�%�'�(���12�'�M�'���IÝTb�· ý Ñ����Vl �>PIh"kJn�:Ot6(���+��7����	�%W!(�J�%�#�D���	9(���	9>�	�.����	(�A�D�%�'���	��� �+
/�������g12�'�S�	(�A��� �A�	(�'�v46�A
 �	��
/�����N���M�	 �$�g
��'
/���":t6(�O-0�'�$�V! ���y���	��� ���B���3�	(�'�046�O(�J=����	�~-0��7�������=����%�'�N7����-.��! ��*(�"�'�	����� �6�	�K-0�'7��N���I46�'�	70�$�3
 �%�'���	������:vUT�3
��J���	����9(�$�'�"P>46���"=����	�W���(��9>�	�#�	��J�.�	(�B��9(-)&/���M�'1L9(
y!(�J�	���.
/���3
��'�E7����0�����-0�����Q���(��9(����	�K1^�"������&(����
/����12�'�	-��$���	�"�����	��-.��:X �	(�E�)�	(���~12�'�c· º Ù ¼EÑ�P��	 ���	�����M� �O7>� �"4��d���$�����"!~12���	-12�'�C�	 �I·(?p�D�%��& �$�L!>���D���	�$& 9 �	�����Q:6tw�.�$�(! ��
/����! �����	���3!��%�"4�=�����9(���1^�	��-��'�O�'�	& �����%�J���M·(?p�D�%�'&(���L! ���D���	��&(9>�	�$���wP�4S�L-0��7��,9 ���L��1��	(�12�'�	-K9 �}�W
>�	��
/�����"!<&���l �'n�:�i��$� ���#�	(���012�'�	-K9(�$�W���3��Y>
/���(����=���	�O����-.
 9 �	��Pu46�3���	�"�'�	���B������7�9(
W�%�'&(���3�	�O ���$!W����=����%�'�6
 �	�E?����-.
(9 �	��!3=�����9(����:UT�<l �"nC���K�$�K��9(�������D�	�"!~�	��J�K�	(�0�D�%�'&(���#!>�$�D���	��& 9 �	�����8��7����	�%�"�'�d&/�39(����!~���.�B&(9 ���}!>���(�O&(�����%7f�	�O����-.
 9 �	�.��-.
 ���	���"�'�6���>?���	��
���Pu&(9 �L� �#-.���	 ��! �,12�'�M!>�����(�#�	 ���)�J�	�0��9(�������D�	�"!y:Or����	���-.
/�����%�'���	����P��	 ���	�c�'�	�,�����	�"��!���7�� �J4��0�	�K&/�,�������'�	���	 -.�I�	��'�46�'�	7K46���$��1^���6�	 �����$� �����N�D���	����-��"�����+l$h��'nQ�'��!M46�A&/��������=����	��'����I���g1^���6�	 �$�6! ���D���	��&(9 �	��!#z{��: ��:�P����%�'FM�N-0�'���	��Y(|��������	���(�L�	��'�g�	(��D�%��& ���c��7����	�%��	�"�'�$������(���(����:
10. CONCLUSIONUT�B�	 �$�C
��'
/���N4S�K-.���	��=��'�	�L�	(�+
 �	��&(����-]��1g���D�	��-0�'�	���(�0�	(��������	��
��@&/���546�����f���	�������8! ���D�	�$�(�'�	�����~
(�����	�+�$�W���(���546�'�	7f�'��!
 �	���������0���_�������'�	���	(-±1^���0������=����(�@�	(���M
 �	��&(����-#: s �$���(�O�	(�4I����P�46��
 �	���������M�B����-.
 �$�E�	�����~�(�J=����S���E ��-.�.12���M���D�	��-0�'�	���(��������	��
���P>�������	��! 9(���L��
(
 ���$���'�	����� �A1^���C�(���>?p�D�%����! �'�%!�Z [ �(�'�	-.��P
 �	���������0���_��Y��	���(�������_��1NUT��!��>7y� �.�'�������	���	 -#P����(!d�� �J4� �"4���0�"���_&/�#9(����!_���V��9 �3! ���D���	��&(9>�	�"!8�������	���(� :<ùN�$�f����-K9 �}�J�	��������#�	������?�46���	�$!O!(�J�%�>P/�������������	�"!O�'�,�K�	������?	hLU�i ;\P 46�+�'�	�)��& �$�c�	�! ��-.���(�D���%�J�	�N�	��J����9>�N�'�������	���	 -]����
 �%�'���	���"�������#=��$��& ����:
11. REFERENCESÌ²Í&Î�Ï�Ð3ÑEÒBÓ2Ô�Õ¢Ó2ÖBÓ2ÕP×¢ØÚÙ�ÛSÐBÜ¦ÝSÞUÓ]Ù3Ó2ß�à1á�ÐBâ1ã]×¢Ò�ã�Ô.ÕPØ²ä�Ò]ßBÓ2ß	Ðå ä¢×¢Ø²æ=Ó4×¢Ø²ß�çSè?ß�×�ÕPÝ�é�ê1Ó2ß�à^è?ß�×�ÕPÝ�é�ê1ß�Ý�ÕPæÄÝ�ß8àBÓ4×(ÓRäP×�ÕPè,Ó2æFätÐ]ë�ßá.ì*Ï\Ñ#á3Ù3í�î�î�ï]ÐÌ í4Î�ð�ÐBÞEÒ�ã]ñ�Ó2ß�Ó2ç�Ø²Õ¢ØVÓ2ß�à1á�Ð�ò�Ó2ß�ç�ã]ó ê�Ð å ä¢×¢Ø²æ=Ó4×¢Ø²ß�çSè?ß�×�ÕPÝ�é�ê^Ýtñ�è?ÕàBÓ4×(ÓRäP×�ÕPè,Ó2æFätÐ]ë�ß å á�Ï�ÙBí�î�î�ï]ÐÌ ô4ÎSÜ�ÐBÞEÕ¢Ó2ã�õ(Ô�Ò�Ý2öVÙ�Þ¦ÐBì*è?ó²ó²è?ß.ÖBÓ2õ�Ò	ÙBÏ�Ð.÷!Ó2ç�ß�è?Õ,Ù�â$Ð�âCÓ,ê�ÙBÓ2ß�àÏ�Ð�ð�Ó2Ô.Ò�Ø²ß�Ó]ÐBë�æFéBÓ2õ&×#Ý2øVéBÓ2õ(Ô�è&×�ä�Ó2æFé�ó²Ø²ß�ç5Ý�ß1Ó2ß�Ý�æ=Ó2ó êà�è&×�è?õ&×�Ø²Ý�ßCæFè&×¢Õ¢Ø²õ?ä,Ð�ë�ß^ëHâLÑ¦Ù�í�î�î�ï]ÐÌ ù2ÎRò�Ð3ÑUÓ2ä�è?ó²óúÓSÓ2ß]à1ûnÐ]ð�Ð�ÞEè?Õ¢ç�è?Õ?Ð�á�×(Ó4×¢Ø²ä¢×¢Ø²õ,Ó2ó�ë�ß]øpè?Õ¢è?ß�õ?è�Ð3Ü¦ã]ü.Ö�ã�ÕHê�Ùí2ß�à^è?à�Ø ×¢Ø²Ý�ß	Ù3í�î�î�í]ÐÌ ý4Î�Ï�Ð3ÑEÒBÓ2Ô�Õ¢Ó2ÖBÓ2ÕP×¢Ø0Ó2ß�àCò�Ð3ÑUÝ�ÕPæFÝ�à�è�Ð�Ï�ß�è,Ó2ÕPþ�Ý�é.×�Ø²æ=Ó2ó	Ó2ó²ç�Ý�Õ¢Ø ×¢Ò�æø�Ý�Õ7õ?Ý�æFé�ã]×¢Ø²ß�çS×¢Ò�ènè?ß�×¢ÕPÝ�é�ê^Ý2ø�Ó5ä¢×¢Õ¢è,Ó2æ1ÐBë�ß1á�ÿ�Ü7Ï�ÙBí�î�î��.ÐÌ ï4Î��BÐBâ$ÐBÑEÒBÓ2æ�Ö�è?ÕPätÙBÑ�Ð�ð�ÐBâCÓ2ó²ó²Ý��\ä,Ù�Ó2ß]à1Þ¦Ð]÷�Ð�á�×¢ã�õ(Ô3ÐBÏæFè?×¢Ò�Ý�à8øpÝ�Õ7ä�Ø²æSã]óúÓ4×�Ø²ß�ç5ä¢×�Ó2Ö�ó²ènÕ¢Ó2ß�à�Ý�æÄñ2Ó2Õ¢ØúÓ2Ö]ó²è,ä,Ð���Ý�ã�ÕPßBÓ2ó*Ý2ø×�Ò�è:Ï\æFè,ÕPØ²õ,Ó2ß1á�×(Ó4×¢Ø²ä¢×¢Ø²õ,Ó2ó*Ï¦ä�ä¢Ý.õ?ØúÓ4×¢Ø²Ý�ß	Ù��.Í���ô�ý2ù
	(Ù0Í����2ï]ÐÌ �tÎRò�Ð�ÑEÝ�Õ¢æFÝ�à�è�Ð3á�×�Ó2Ö�ó²è:à�Ø²äP×�ÕPØ²Ö�ã]×¢Ø²Ý�ß�ä7ø�Ý�Õ7ä¢×¢ÕPètÓ2æÄõ,Ý�æFé]ã]×(Ó4×¢Ø²Ý�ß�ä��ëÚ×� ä\Ó2ä\è,Ó2äPê^Ó2ä#î]Ù²Í�Ù í]ÐBë�ße÷�Ý�Õ¢Ô�ä�Ò�Ý�é^Ý�ß1âCÓ2ßBÓ2ç�è?æFè?ß�×¦Ó2ß�à

� ÕPÝ.õ?è?ä�ä¢Ø²ß�çFÝ2ø0Ü�Ó4×�Ó=á�×�ÕPè,Ó2æFätÙ�í�î�î�ô]ÐÌ �4ÎRò�Ð�ÑEÝ�Õ¢æFÝ�à�è�Ù � Ð�ë�ß�à.ê]Ô3Ù��5Ð�Û\Ý�ã�àBÓ2ä,ÙBÓ2ß�àCá�ÐBâ1ã]×¢Ò�ã�Ô.ÕPØ²ä�Ò]ßBÓ2ß	Ð
� Ó2ä¢×#æFØ²ß�Ø²ß�ç�Ý2øVæ=Ó2ä�ä�Ø ñ�è#×(Ó2Ö]ã�óúÓ2Õ\à�Ó4×(ÓSñ.ØúÓRÓ2é�é�ÕPÝtü.Ø²æ=Ó4×¢èà�Ø²ä¢×�Ó2ß�õ?è:õ,Ý�æFé]ã]×(Ó4×¢Ø²Ý�ß�ä,ÐBë�ß^ëPÑUÜ å ÙBí�î�î�í]ÐÌ �4ÎSâ$ÐBÜ¦ã�Õ¢Ó2ß�àCÓ2ß]à � Ð � óúÓ��PÝ�ó²è?×,Ð�ð	Ý�ç�ó²Ý�çRõ?Ý�ã�ß�×¢Ø²ß�ç=Ý2øVóúÓ2ÕPç�èõtÓ2ÕPà�Ø²ßBÓ2ó²Ø ×¢Ø²è?ätÐBë�ß å á.Ï5ÙBí�î�î�ô]ÐÌ²Í,î4ÎRÑ�Ð å äP×(Ó2ßCÓ2ß]àCò�Ð���Ó2ÕPç�Ò�è?ä�è�Ð��\è���Ü¦Ø²ÕPè?õ?×¢Ø²Ý�ß�ä#Ø²ß^ì7Õ¢Ó��Fõâ1ètÓ2ä¢ã�ÕPè,æFè?ß�×�Ó2ß]à^Ï¦õ?õ?Ý�ã�ß�×�Ø²ß]ç�Ð3ë�ßCá.ëPònÑ7ÿ�âCâ$Ù�Ï\ã�ç�ÐBí�î�î�í]ÐÌ²Í�Í&Î�ð�Ð � è?Ø²ß�äP×�è?Ø²ß	Ù3Ü5Ð3á.õ(Ò]ßBÓ2õ(Ô�è?ß.Ö3è?ÕPç�Ù�ûnÐBÞUÓ2ó²ã�é�Ó2Õ¢ØÚÙ3Ó2ß]àÜ�ÐBÛ�Ø²ß�à]Õ¢è?à	Ð�á�×(Ó4×¢Ø²ä¢×¢Ø²õ,Ó2óVÓ2é�é�ÕPÝ�Ó2õ(Ò�è?ä¦×¢ÝFÜ�Ü¦Ý�áeÓ4×¢×�Ó2õ(Ôà�è&×�è?õ&×�Ø²Ý�ßLÓ2ß]à^ÕPè,ä¢é3Ý�ß�ä�è�Ð3ë�ß � Õ¢Ý�õ?è?è,à]Ø²ß�ç�ä¦Ý2øV×¢Ò�è:Ü#Ï¦û � Ïë�ß]ø�Ý�ÕPæ=Ó4×¢Ø²Ý�ßCá.ã�ÕHñ.Ø ñ�Ó2Ö�Ø²ó²Ø ×�ê1ÑEÝ�ß]ø�è?ÕPè?ß�õ?è�Ó2ß]à å ü.é3Ý�ä�Ø ×¢Ø²Ý�ß	ÙBí�î�î�ô]ÐÌ²Í,í4Î � Ð]ë�ß�à]ê.Ô�Ð�á�×�Ó2Ö�ó²ènà�Ø²äP×�ÕPØ²Ö�ã]×¢Ø²Ý�ß�ä,ÙBé�ä�è?ã�à]Ý�Õ�Ó2ß�à]Ý�æ ç�è,ß]è,Õ¢Ó4×¢Ý�Õ¢ä,Ùè,æ�Ö3è,à]à�Ø²ß�ç�ä\Ó2ß�à^àBÓ4×�ÓRä¢×¢ÕPètÓ2æÃõ?Ý�æFé�ã]×�Ó4×�Ø²Ý�ß	Ð�ë�ß � ÿnÑ7á�ÙBí�î�î�î]ÐÌ²Í,ô4Î � Ð]ë�ß�à]ê.Ô�Ð�á�×�Ó2Ö�ó²ènà�Ø²äP×�ÕPØ²Ö�ã]×¢Ø²Ý�ß�ä,ÙBé�ä�è?ã�à]Ý�Õ�Ó2ß�à]Ý�æ ç�è,ß]è,Õ¢Ó4×¢Ý�Õ¢ä,Ùè,æ�Ö3è,à]à�Ø²ß�ç�ätÙ�Ó2ß�à^à�Ó4×(ÓRäP×�ÕPè,Ó2æ¡õ?Ý�æFé�ã]×�Ó4×�Ø²Ý�ß	Ð��BÐ]Ï\Ñ7â$Ùý�ô��Úô�	�� ô�î����.ô�í�ô]Ù�í�î�î�ï]Ð



Ì²Í?ù2Î�Ï�Ð�Û�ã��?æ=Ó2ß�Ýtñ.Ø²õ:Ó2ß�à å Ð]÷�Ð3Û�ß�Ø²ç�Ò�×¢ó ê�Ð]ð�Ý��7þ�Õ¢Ó4×¢è:×¢õ?é^×�Ó2Õ¢ç�è&×¢è,àà�è?ß�ØúÓ2ó�Ý2ø0ä¢è,ÕHñ.Ø²õ,è:Ó4×P×�Ó2õ(Ô.ä��p×¢Ò�è:ä�Ò�ÕPè���ñ]ä,Ð]×¢Ò�è:æFØ²õ?è�Ó2ß�àè?ó²è?é�ÒBÓ2ß�×�ä�	&Ð3ë�ßLá�ëPònÑ#ÿ�âCâ$Ù�í�î�î�ô]ÐÌ²Í,ý4Î�Ï�Ð]ð*Ó2Ô�Ò�Ø²ßBÓ]Ù3â$ÐBÑUÕPÝtñ�è?ó²óúÓ]Ù3Ó2ß]àCÑ¦ÐBÜ¦Ø²Ý2×,Ð3â1Ø²ß�Ø²ß]çRÓ2ß�Ý�æ=Ó2ó²Ø²è?äã�ä¢Ø²ß�çS×¢Õ�Ó��Fõnøpè,Ó4×�ã�ÕPè:à�Ø²ä¢×¢ÕPØ²Ö�ã]×¢Ø²Ý�ß�ätÐBë�ß1á.ëPònÑ7ÿ�âCâ$ÙBí�î�î�ý]ÐÌ²Í,ï4Î�Ï�Ð]ð*Ó2ó²óÚÙ���Ð3á.è?Ô4Ó2Õ,Ù�â$Ð�ÿ¦ç�Ø²ÒBÓ2Õ¢Ó]Ù��BÐ� ¦ã	Ù�Ó2ß�à"!:Ð�#3ÒBÓ2ß�ç�Ð3Ü�Ó4×�Óä¢×¢ÕPètÓ2æFØ²ß]çFÓ2ó²ç�Ý�Õ¢Ø ×¢Ò�æFäUøpÝ�Õ#è?äP×�Ø²æ=Ó4×¢Ø²ß�çRè?ß�×�ÕPÝ�é�ê8Ý2ø0ß�è&×$�UÝ�ÕPÔ×¢Õ�Ó��Fõ�Ð3ë�ß1á.ëPò�â å ì#û7ëPÑ#á3Ù3í�î�î�ï]ÐÌ²Í��tÎRò�Ð�á�Ð�âCÓ2ß�Ô�ã1Ó2ß�à^û:Ð�â1Ý2×$�7Ó2ß�ØÚÐBÏ\é�é�ÕPÝtü.Ø²æ=Ó4×�è�øpÕ¢è&%�ã�è?ß�õ&êõ?Ý�ã�ß�×�ä\Ýtñ�è?Õ\à�Ó4×(ÓRäP×�ÕPè,Ó2æFätÐ�ë�ß � ÕPÝ.õ?è?è?à�Ø²ß�ç�ä�Ý2ø*×¢Ò�è:í��4×¢Òë�ß�×�è?ÕPßBÓ4×�Ø²Ý�ß�Ó2óEÑEÝ�ß]øpè?Õ¢è?ß�õ?è:Ý�ß'�dè?ÕPê8ð*Ó2ÕPç�è�Ü¦Ó4×(ÓRÞUÓ2ä¢è?ätÙ3í�î�î�í]ÐÌ²Í��4Î�Ï�Ð�â1è?à�Ø²ßBÓ]Ù��:Ð�ìVÓ4ø�×tÙ�ÛSÐ3á]Ó2óúÓ2æ=Ó4×¢ØúÓ2ß	Ù3á3ÐBÞEÒBÓ4×P×(Ó2õ�ÒBÓ2ÕPê�ê�Ó]Ù	Ó2ß�àÑ¦ÐBÜ¦Ø²Ý2×,ÐBì*Õ¢Ó��Fõnæ=Ó4×¢Õ¢Ø üeè?ä¢×¢Ø²æ=Ó4×�Ø²Ý�ß(� è?ü.Ø²ä¢×¢Ø²ß�ç5×�è?õ(Ò�ß]Ø)%.ã�è?ä¦Ó2ß�àß�è��wà�Ø²ÕPè?õ?×¢Ø²Ý�ß�ä,Ð3ë�ßCá.ëPònÑ7ÿ�âCâ$Ù�Ï\ã�ç�Ð3í�î�î�í]ÐÌ²Í��4ÎRá�Ð3â1ã.×�Ò�ã�Ô�Õ¢Ø²ä¢Ò�ßBÓ2ß	Ð�Ü�Ó4×�ÓSäP×�ÕPè,Ó2æFä��dÓ2ó²ç�Ý�Õ¢Ø ×¢Ò�æFä#Ó2ß�àÓ2é�é�ó²Ø²õ,Ó4×¢Ø²Ý�ß�ätÐBÓ,ñ�Ó2Ø²óúÓ2Ö]ó²è:Ó4×Ò�×¢×¢é*� +�+2Ó4×¢Ò�Ý�ätÐ ÕPã]×¢ç�è,ÕPätÐ è?à�ã�+�,¦æSã]×¢Ò.ã�+.ÐÌ í�î4Î���Ð��\Ý�óúÓ2ß�Ð3á.ì*Ï¦ÞEð å é]Õ¢Ý�ç�Õ¢Ó2æ1ÐBÝ�ß�ó²Ø²ß�è�Ó4×Ò�×¢×¢é*� +�+2Ó2õ,Ó2à�è?æFØ²õ,í]Ð Ó2æFè,ÕPØ²õ,Ó2ß	Ð è?à�ã�+�,-�Pé�ß�Ý�óúÓ2ß�+4äP×(Ó2Ö]ó²è�+4äP×(Ó2Ö]ó²è�Ð Ò�×¢æFóÚÐÌ í]Í&Î�Ï�ÐBá.Ý�ã�ó²è�Ù�Ï5Ð��#ã�õ?õ?ØÚÙBûnÐBÑEÕPã���Ù å Ð.ð�è?Ý�ßBÓ2ÕPà�ØÚÙ3Ó2ß�à.�5Ð.ìVÓ4øp×,Ð�!#Ý��×¢ÝFØ²à�è?ß�×¢Ø øpêeÓ2ß]à1è?ä¢×¢Ø²æ=Ó4×�è¦×¢Ò�è:óúÓ2ÕPç�è,äP×7×�Õ¢Ó��Fõ:æ=Ó4×�ÕPØ üeè?ó²è,æFè?ß�×�äØ²ß1Ó�à]ê]ß�Ó2æFØ²õ�è?ß�ñ.Ø²Õ¢Ý�ß]æFè,ß�×,ÐBë�ßCá.ëPò�â å ì#û#ëPÑ7á�Ù���ã�ß]è�í�î�î2ù�ÐÌ í�í4ÎRÑ¦Ð�ì*è?ÖBÓ2ó²à�Ø�Ó2ß�à1â$Ð.÷!è?äP×tÐ�ÞUÓ?ê�è,ä¢ØúÓ2ß^Ø²ß]øpè?Õ¢è?ß�õ?è:Ý�ß^ß]è?×$�EÝ�Õ¢Ô×¢Õ�Ó��Fõ:ã�ä¢Ø²ß�çRó²Ø²ß�ÔFõ?Ý�ã�ß�×\àBÓ4×(Ó]Ð���Ý�ã]Õ¢ßBÓ2ó*Ý2øVÏ\æFè?Õ¢Ø²õ,Ó2ßCá�×(Ó4×¢Ø²ä¢×¢Ø²õ?äÏ¦ä¢ä�Ý�õ?ØúÓ4×�Ø²Ý�ß	Ù�éBÓ2ç�è?ä¦ý�ý����.ý��2ï]ÙVÍ������]ÐÌ í�ô4Î0/SÐ1�EÓ2ÕPà�ØÚÐBë�ß�×¢è,ÕPß�è&×¦×¢Ý�æFÝ�ç�Õ¢Ó2é�Ò�ê��Eè?äP×�Ø²æ=Ó4×¢Ø²ß�çä�Ý�ã]Õ¢õ?è&þ�à�è?ä¢×¢Ø²ßBÓ4×¢Ø²Ý�ß1×�Õ¢Ó��Fõ:Ø²ß�×�è?ß�ä¢Ø ×�Ø²è?ä7ø�ÕPÝ�æÄó²Ø²ß�ÔFà�Ó4×(Ó]Ð���Ý�ã�ÕPßBÓ2óÝ2ø0Ï¦æFè?ÕPØ²õtÓ2ß^á�×�Ó4×�Ø²äP×�Ø²õ?ä\Ï¦ä�ä¢Ý.õ?ØúÓ4×¢Ø²Ý�ß	Ù�é�Ó2ç�è,ä¦ô�ï�ý��.ô����.Ù*Í�����ï]ÐÌ í2ù2Î�Ï�Ð.÷!Ó2ç�ß�è?Õ�Ó2ß�à^Þ¦Ð � óúÓ4×P×¢ß�è?Õ,Ð å ß�×¢Õ¢Ý�é�êCÞUÓ2ä¢è?à8÷�Ý�Õ¢æÄÓ2ß�àÏ¦ß]Ý�æ=Ó2ó êeÜ¦è&×�è?õ&×�Ø²Ý�ßCØ²ß � Ó2ä¢×#ë � �\è&×$�UÝ�ÕPÔ.ä,Ð3ë�ß � Õ¢Ý�õ?è,è?à�Ø²ß]ç�ä¦Ý2øë å�ådå ë�ß�×¢è,ÕPßBÓ4×¢Ø²Ý�ßBÓ2óV÷!Ý�ÕPÔ�ä�Ò�Ý�é1Ý�ß å ßBÓ2Ö]ó²Ø²ß�çRì*è?õ(Ò�ß�Ý�ó²Ý�ç�Ø²è?ä,Ùë�ß]øpÕ�Ó2äP×�ÕPã�õ&×¢ã�Õ¢è?ä�øpÝ�Õ\ÑUÝ�ó²óúÓ2Ö3Ý�Õ¢Ó4×�Ø ñ�è å ß�×¢è?Õ¢é�ÕPØ²ä�è?ä,Ù�í�î�î�ý]ÐÌ í�ý4ÎSÛSÐ� \ã	Ù�#*Ð þ�ð�Ð�#�ÒBÓ2ß]ç�ÙBÓ2ß�à1á�ÐBÞEÒBÓ4×P×�Ó2õ(ÒBÓ2ÕHê�Ó]Ð � Õ¢Ý32�ó²Ø²ß�çRØ²ß�×�è?ÕPß�è&×ÖBÓ2õ(Ô�Ö3Ý�ß�è:×�Õ¢Ó��Fõ��EÞEè?ÒBÓ?ñ]Ø²Ý�Õ#æFÝ�à�è?ó²ä\Ó2ß]à1Ó2é�é�ó²Ø²õ,Ó4×¢Ø²Ý�ß�ätÐ�ë�ßá.ëPònÑ7ÿ�âCâ$Ù3í�î�î�ý]ÐÌ í�ï4Î0/SÐ�#�ÒBÓ2ß]ç�Ù(#VÐBâ$Ð�âCÓ2Ý�ÙBÓ2ß�à.��Ð]÷!Ó2ß�ç�Ð3ð�Ý��#þÚÕ�Ó4×¢èn×�õ?é]þÚ×�Ó2ÕPç�è?×¢è?àà�Ý�ä\Ó4×¢×�Ó2õ(Ô8à�Ø²ä�ÕPã�é]×¢ä\Ø²ß�×¢è,ÕPß�è&×�ÕPÝ�ã]×¢Ø²ß�ç�ÐBë�ß � ÕPÝ.õ�Ð*Í?ù2×¢Ò^Ï¦ß]ß.ãBÓ2ó
�\è&×$�UÝ�ÕPÔ"46Ü¦Ø²ä¢×¢ÕPØ²Ö�ã]×¢è,àCá�ê]äP×�è?æ¡á.è?õ,ã]Õ¢Ø ×�êCá�ê]æFé3Ý�ä¢Ø²ã�æ1Ù.í�î�î��.ÐÌ í��tÎ65�Ð�#3ÒBÓ2Ý�Ù�#*Ð�ò¦è�Ù���Ð�÷!Ó2ß�ç�Ù3Ó2ß�à.��Ð� ¦ã	Ð�û#Ý�Ö]ã�ä¢×7×¢Õ�Ó��Fõ:æ=Ó4×¢Õ¢Ø üè?ä¢×¢Ø²æ=Ó4×�Ø²Ý�ß7�#Ø ×�ÒeØ²æFé3è,ÕHøpè,õ&×#Ø²ß]øpÝ�Õ¢æ=Ó4×¢Ø²Ý�ß*�0æ=Ó2Ô�Ø²ß�çSã�ä¢è�Ý2øæSã]ó ×�Ø²é�ó²è¦àBÓ4×(Ó�ä�Ý�ã�ÕPõ?è,ä,Ð3ë�ßCá.ëPò�â å ì#û#ëPÑ7á�Ù3í�î�î�ï]ÐÌ í��4Î65�Ð�#3ÒBÓ2Ý�ÙBÏ5ÐBÛ�ã�æ=Ó2Õ?Ù���Ð]÷!Ó2ß�ç�Ù�Ó2ß]à"��Ð� \ã	ÐBÜ�Ó4×�ÓRä¢×¢ÕPètÓ2æFØ²ß]çÓ2ó²ç�Ý�ÕPØ ×�Ò�æFä7øpÝ�Õ\Ó2õ?õ?ã�Õ¢Ó4×�è�Ó2ß�à8è&�Rõ,Ø²è?ß�×¦æFè,Ó2ä¢ã�Õ¢è?æFè?ß�×7Ý2ø0×¢Õ¢Ó��FõÓ2ß�à.8�Ý��wæ=Ó4×¢Õ¢Ø²õ?è?ätÐ]ë�ßCá.ëPò�â å ì\û7ëPÑ7á�Ù���ã�ß�è5í�î�î�ý]ÐÌ í��4Î0�SÐ�â$Ð�#3Ý�ó²Ý2×(Ó2ÕPè&ñ�Ð�ÿ¦ß�è&þHÜ\Ø²æFè,ß]ä�Ø²Ý�ßBÓ2ó	á�×�Ó2Ö�ó²è5Ü¦Ø²ä¢×¢Õ¢Ø²Ö]ã]×�Ø²Ý�ß]ätÙñ�Ý�ó²ã�æFènï�ýRÝ2øVì*Õ¢Ó2ß�ä¢óúÓ4×�Ø²Ý�ß�ä#Ý2ødâCÓ4×�Ò]è,æ=Ó4×¢Ø²õ,Ó2ó*â1Ý�ß�Ý�ç�Õ¢Ó2é�Ò�ä,ÐÏ¦æFè?ÕPØ²õ,Ó2ß1âCÓ4×¢Ò�è?æ=Ó4×�Ø²õ,Ó2óVá.Ý�õ?Ø²è&×�ê�Ù � ÕPÝtñ.Ø²à�è?ß�õ?è�Ù�û7ë(Ù�Í�����ï]Ð

APPENDIX
A. PROOFS

A.1 Proof of Theorem 2þw��-.-0�_�>:�þQ���\� º � �3gE� [�
 P]J º ©LK¡Ð�G [ :�t6(���K���D�	��-0�'�	�'�zDh"|S�������D�>-.
 �	�'�	�$����������� ���	-0�'��4����	�-.�"���HÒ�Ò À�Ò�Ò [0�'��!0�D�%���(!(�'�%!!>��=��$�'�	����� ¸¯(l�m � l 
 % A Ò�Ò ÀIÒ�Ò [ :;��	���'1T:Cþw�E�U� ¨ º < ¨ ú>Ò$Ò ÀIÒ�Ò [ P'�	(���e� ¨ �'�	�6�{: �{: !Q:��	�'-.
(�����\1^�	��-!>���D���	�$& 9 �	�����KÀ6�·y°EP'���MÒ �M¨%Ò"�'�	�S��: �{: !Q:��	�'-.
(�����u1}�	��-�!>���D���	�$& 9 �	�����À î �·y°E:uaN�����(���	(�g���D�>-.
 �	�'�	���g� ���	-0�������T�L�'1 �	 �S-.�"!>�$���L�D�%�'�	�"!���~l � Py
Q:C����kJnpP � >T{-.�"! �$�'�u	Ò ��¸'Ò ¼�ß�ß�ß"¼JÒ �1A�Ò °�Å¨JB°I�$�N���D�>-.
 �	�'��?���"�'�����_�(�'�	-0���64����	V-.�����_�f���(!d�D�%�'��! �'�%!d! ��=��$�'�	����� ¸¯&m � l 
 :xN�$=��$! ��� �d&��cJ � >+���(!�-K9(���	��
(���>���(�~&���Ò$Ò ÀIÒ�Ò [ ����=��H9 ���	(�'�"PÒ�Ò ÀIÒ�Ò [�-.�"! �$�'�w	Ò ��¸'Ò ¼"ß�ß�ß�¼JÒ �1A�Ò °�ú�J�Å_Ò�Ò À�Ò�Ò [º -.�"!>�$���u	Ò <\¸JÒ ¼�ß�ß"ß�¼JÒ <VADÒ °�ú�JfÅ)Ò�Ò ÀIÒ$Ò [ º X �M<)°�Å)Ò�Ò ÀIÒ�Ò [�P'���\�'�D� -.
>?�	�'�	���"�������#� ���	-0���/4����	#-.�"�'�#�M�'��!3�D�%����! �'�%!#!>��=��$�'�	�����¸¯(l�m � l 
 % A Ò�Ò ÀIÒ�Ò [�:

;��	����1��'1vt6(���'�	��-]j�:I� �	��-�þQ��-.-0�)��PYRZ>Ø}Ò X 	M<M°�ú>Ò$Ò ÀIÒ�Ò [ Å Ù Ò�b_»DÚyè¤YRZ Ø$Ò ¸¯(lnm � l 
 % A rLÒ�b_»DÚº YRZ Ø$Ò oh?j(k ¶ r+Ò�bV»DÚ º YRZ>Ø$Ò r+Ò3bcq a à ¯ Ú º Ù ÅH½>:
A.2 Proofs of Propositions 4 and 5þQ��-.-0��h��>:�á í ú Ë�Ô áO���,�0! �����	�"������� �01^9(� ���	�����O���~zDh�PymCn\��1ñ»b Ù ú Ë�Ô {H:8U5�W1{���E�"P6��1,ñ;b]Ý>ß Ý _ ð�P6�	 ���~á�íyú Ë�Ô áÃb Ù ���l k>P mCn�:;��	����15:At6(�.!>���	��=��J�	��=��)���c� �����J�	�$=��M���dzDh�P mCn�:dx í b Ë�Ô x012�'�ñ�b_Ý>ß Ý _ ð�:

þQ��-.-0��h�h�:�Up1�Â,��
 
 �	�"Y>��-0�'�	���:9\4����	(���,�	���$�'�	��=��v�����	�'�\&/��9 ��!»�PJ�	(���LÂ ¸5î í)��
 
 �	�"Y>��-0�'�	���;9 ¸5î í)�	��9 �� ���N4����	 ���+�	���$�J�	�$=��S�����	�'�&/��9 ��!�»�1^���A��-0�����Qñ8����!�»�:6i���-.�$�$�J�	���01^��� Ù ÅfñS:;��	����15: Ù Åf»:bdÂ(ú�9Sb ÙSö »�P ���B Ù ÅH»E° ¸5î í bdÂ ¸5î í ú�9 ¸5î í b Ù ö »E° ¸5î í\:�aC���$� �ct\���>�����v��Y>
��'�(�������QP� Ù ö »E° ¸5î í º Ù ö » ö ñ�» ö¦M�» ¯ °�è Ù�ö »g1^���g��-0�����(ñ@�'��!.»�:vi>��-.���$�'�	���# Ù Å0»%° ¸5î í è Ù Å0»�:i �'-.�N12�'� Ù ÅHñS:;��	����1��'1v;��	��
/�������	�����B�>:6GW��7��(�"4VÒ å�{Â ¸5î í¨ Å�Â ¸�ï í¨ °EÅ�Â ¨ Ë�Ô Â ¨ Ò ý»	ó�Â>¨ Ë�Ô Â ¨DP>��9(-��J=����I¤u����=����LÒ å�	Ò�Ò ÀIÒ�Ò ¸5î í¸5î í ÅfÒ�Ò ÀIÒ�Ò ¸�ï í¸�ï í °yÅWÒ�Ò ÀIÒ�Ò Ó Ò ý» ó Ò�Ò ÀIÒ�Ò Ó+:gi>�C� ó ý Ù :� �	��-²þw��-.-0��h"�@PQÂ ¸5î í¨ b�Â>¨ Ë�Ô Â ¨6�EY ����
 �C12���+�.12�E4���-0�������9(-)&/���	��:\t6 ��&(���c��9(-K&/�E�	����(��9 �$!.! ��-.���(�'�	�6�	(�I��-0�'���(��9(-M?&/���	��PJ���I46�g�'�	��9(���	��J�w1^���\�I�5�>
(���"���'���"4f! ���D���	��&(9 �	�����wP�Æ³Â ¸5î í¨ bÆ³Â>¨ Ë�Ô Â>¨�P��{: ��:CÒ�Ò À�Ò�Ò ¸5î í¸5î í b�Ò�Ò À�Ò�Ò Ó :�þQ����� º Ò�Ò ÀIÒ�Ò ¸5î í¸5î í ú Ò�Ò ÀIÒ$Ò Ó P>����$b Ù : s �����BÒ�Ò ÀIÒ$Ò ¸�ï í¸�ï í b�Ò�Ò ÀIÒ�Ò ¸5î í¸5î í º �\Ò�Ò ÀIÒ�Ò Ó :�(�'�c����-.
(���������T�O��1S�(�'�%�'�	�����QPw1}�	��-²� �J4����@4S�K4������v9 ���"<��	�! ���(���	� X �M<)°��'��!!qK�	�M! ���(���	� X 0MrN°E:GW�A7��(�"4�Ò <NÅWÒ$Ò ÀIÒ�Ò ¸5î í ÒBbV»JÒ�Ò ÀIÒ$Ò ¸5î í 4����	�
>�	��&��'&(�������T� Ù Å#½�P���M1^�	��-�þQ��-.-0�3h�h�P��	��9(��(���WÒ < ¸5î í ÅVÒ�Ò ÀIÒ�Ò ¸5î í¸5î í Ò�b<»JÒ$Ò ÀIÒ�Ò ¸5î í¸5î í º��»JÒ�Ò ÂQÒ�Ò Ó_4����	.
 �	��&(��& �$�����T� Ù ÅM½>:vi���-.�$�$�J�	����Ò q ¸�ï í ÅOÒ�Ò ÀIÒ�Ò ¸�ï í¸�ï í Ò�b��»JÒ�Ò ÂQÒ�Ò Ó 4����	#
 �	��&��'&(�������5� Ù ÅH½�:gi>�M&/�'�	����(�"��9(�������	�$���A4������u&/����	9(��4����	�
>�	��&(��&(�������T�0�J�6���"�'�D� Ù ÅBÑJ½>:�G� ���.�	��J�6���g�	 �C�"�'����PÒ å�$< ¸5î í Å¨q ¸�ï í °�Å_Ò�Ò À�Ò�Ò ÓMÒb�Ò å�$< ¸5î í.Å¨q ¸�ï íQ°\ÅHå�	Ò�Ò À�Ò�Ò ¸5î í¸5î í ÅVÒ�Ò ÀIÒ�Ò ¸�ï í¸�ï í °�Òö Ò å�	Ò�Ò ÀIÒ�Ò ¸5î í¸5î í Å<Ò�Ò ÀIÒ�Ò ¸�ï í¸�ï í °�ÅVÒ�Ò ÀIÒ�Ò Ó Òbdå�Ò < ¸5î í Å_Ò�Ò ÀIÒ�Ò ¸5î í¸5î í Ò ö å�Ò q ¸�ï í Å_Ò�Ò ÀIÒ$Ò ¸�ï í¸�ï í Òö Ò å�	Ò�Ò ÀIÒ�Ò ¸5î í¸5î í Å<Ò�Ò ÀIÒ�Ò ¸�ï í¸�ï í °�ÅVÒ�Ò ÀIÒ�Ò ÓKÒb�pÑ'å2��» ö ��ó"»%óJ°�Ò�Ò ÀIÒ�Ò Ó :;��	����1��'1v;��	��
/�������	�����@��:�� �	��-�þw��-.-0�6�>P'�	(�������	�'�\���L9(�����(�X  M<K°S�	�M���D�	��-0�'�	�0Ò�Ò ÀIÒ�Ò�¸5î í ���A�	��9(�� ����,�'9(�����$���#4����	#-.�"�'�#����(!M�D�%���(!(�'�%!.!>��=��$�'�	�����B�uuú�Ñ � >{°�Ò�Ò ÀIÒ�Ò ¸5î í z{(�E�	��4S�C9 ���"!M=�����9(���1dJ�u�J#°v�J��· º Ù |E:�Gf�C�'����9(-.���	(�A�����	���S���39 �����(� X �M<K° ¸5î í�	�B���D�	��-0�'�	�OÒ�Ò ÀIÒ�Ò ¸5î í¸5î í ���+�D�	���$�v�	��9 ��(�����,��9(�����$�'�84����	~-.�"�'�W����(!��D�%�'��! �'�%!�!>��=��$�'�	�������u\ú�Ñ � >{°�Ò�Ò ÀIÒ�Ò ¸5î í¸5î í :ez�t6(���B���@���¡�	(��	��-.�N��
(���	���N�'�L Ùgö »%° ¸5î í3è Ùgö »�: |.i>��-.���}�J�	���34S�L������9 -.�N�	(������	�'�g���M9 �����(� X  MrN° ¸�ï íM�	�C���D�	��-0�'�	�LÒ�Ò ÀIÒ$Ò ¸�ï í¸�ï í �����	��9 ��(���^�,��9 �D?���$���f4����	W-.�����W������!@�D�%���(!(�'�%!H! ��=��$�'�	�����<�u\ú�Ñ � >2°�Ò$Ò ÀIÒ�Ò ¸�ï í¸�ï í P4�(���%f46�M4������S���(�$�'�	���0�	�f�u\ú�Ñ � >{°�Ò�Ò ÀIÒ�Ò ¸5î í¸5î í : s ! ! ���(�3�	(�K�546��,��9 �����$���(�N����=����e� ÑM�	��-.�����	(�L�'�	�$���������\�,�'9(�����$���Q:ct6(�E�	��12�'�	��	(�������	���3���.-K9 ���	��
 �$���"!d&��c� ÑH9(�(! ���K�	(�#�	�'-.�#
 �	��&���& ���$���5�Ù Å@½>:


